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内 容 简介 


本 书 第 1 章 介 绍 规范 变换 、 正 则 量子 化 和 经 典 量 子 对 应 。 第 2~4 章 从 规 
范 场 的 观点 统一 论述 Aharonov-Bohm 效应 ， 自 旋 -轨道 耦合 动力 学 ，Berry 
相 因 子 及 其 应 用 ; 揭示 Dirac 磁 单 极 ， 超 导体 Josephson 效应 和 量子 态 拓扑 
相 因 子 的 关系 ; Aharonov-Casher 相位 则 成 为 非 Abel 规范 场 量子 力学 模型 的 
一 个 特例 。 第 5-6 章 介绍 路 径 积 分 , 量子 隧 穿 的 瞬 子 方法 及 在 分 子 磁 体 宏 观 
量子 效应 中 的 应 用 ; 超 对 称 量子 力 学 ， 孤 子 ( 瞬 子 ) 稳 定性 及 涨 落 方程 。 第 7 
章 阐 述 绝热 逻辑 门 量子 计算 方案 ， 帮 助 读者 理解 Shor 量子 算法 的 基本 思想 
及 其 运行 过 程 。 第 8 章 介绍 用 超 导 电 路 的 量子 调控 验证 量子 非 局 域 关 联 的 方 
法 。 

本 书 适用 于 物理 等 相关 专业 的 研究 人 员 、 教 师 、 研 究 生 和 本 科 高 年 级 
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从 1999 年 开始 , 梁 九 卿 教授 就 在 山西 大 学 给 物理 国家 基地 班 本 科 四 年 级 和 研 
究 生 讲授 “量子 物理 新 进展 ”和 “凝聚 态 场 论 方法 ”两 门 课程 。 开设 此 课程 的 初衷 
是 帮助 学 生 由 课堂 学 习 向 研究 工作 过 渡 ， 因 为 从 教科 书 学 习 到 阅读 文献 进入 研究 
课题 , 学 生 的 知识 和 能 力 一 般 都 会 存在 一 个 断档 , 常常 要 有 一 段 较 长 时 间 的 摸索 和 
训练 过 程 。 书稿 的 前 六 章 基本 上 是 根据 这 些 年 授课 的 讲义 整理 而 成 , 后 两 章 则 基于 
西南 交通 大 学 韦 联 福 教授 的 研究 。 本 书 的 写作 深 受 张 礼 和 葛 墨 林 两 位 先生 合 著 的 
《量子 力学 的 前 沿 问题 》( 清 华 大 学 出 版 社 ) 的 启迪 , 该 书 全 面 地 介绍 了 近年 来 量子 
力学 的 研究 进展 ,是 对 研究 人 员 和 高 校 师 生 都 十 分 有 用 的 参考 书 。 

量子 力学 是 支配 物质 世界 运动 和 变化 规律 的 基本 法 则 ， 而 描述 宏观 现象 的 经 
典 力学 一 般 来 说 只 是 量子 力学 在 宏观 尺度 下 的 近似 。 通常 宏观 系统 的 量子 效应 并 
不 显著 , 但 在 特定 的 系统 中 量子 现象 也 可 在 宏观 尺度 下 表现 出 来 , 称 为 宏观 量子 效 
应 。 例如 , 超导体 中 的 Josephson 隧 穿 、 液 所 中 的 超 流动 性 ， 以 及 Bose-Einstein 凝 
聚 等 都 是 众所周知 的 宏观 量子 效应 例子 。 随 着 半导体 微 电 子 技术 和 测量 技术 的 发 
展 , 磁性 材料 的 制备 和 研究 已 进入 纳米 尺度 。 低温 下 纳米 磁体 已 表现 出 明显 的 量子 
特性 , 纳米 磁体 磁化 矢量 的 隧 穿 就 是 一 种 宏观 量子 现象 , 它 的 研究 可 直接 影响 磁 存 
储 技术 和 量子 计算 。 

Aharonov-Bohm 效应 被 认为 是 量子 力学 特有 的 现象 , 通常 只 在 量子 力学 框架 
内 讨论 和 介绍 。 本 书 则 从 经 典 力学 正则 方程 出 发 揭示 出 量子 与 经 典 之 间 的 一 一 对 
应 ， 指 出 存在 动力 学 和 拓扑 两 类 效应 。Aharonov-Bohm 效应 、Dirac 磁 单 极 和 超 导 
体 Josephson 效应 看 起 来 互 不 相关 ， 其 实 它 们 有 共同 的 物理 本 质 ， 即 拓扑 量子 相 
位 。 本 书 把 三 者 放 在 同一 章 中 , 作为 拓扑 相 因 子 的 应 用 实例 来 讨论 ， 从 而 揭示 出 它 
们 之 间 的 内 在 联系 。 自 旋 和 上 自 旋 - 轨 道 耦合 的 动力 学 研究 不 仅 有 助 于 正确 理解 中 子 
干涉 实验 和 Aharonov-Casher 效应 , 而 且 还 提供 了 一 个 非 Abel 规范 场 量子 力学 模 
型 。 此 外 , 书 中 还 给 出 了 半导体 中 自 旋 - 轨 道 耦合 的 基本 公式 ， 是 理解 介 观 系统 自 
旋 极 化 输 运 模型 的 有 用 知识 。 

量子 隧 穿 膨 期 瞬 子 方法 在 凝聚 态 、 高 能 物理 和 量子 引力 中 有 广泛 的 应 用 , AB 
在 路 径 积 分 的 基础 上 详细 介绍 了 这 一 方法 及 其 在 分 子 磁体 宏观 量子 效应 研究 中 的 
应 用 。 孤子 (Bet) 解 的 小 振动 模 是 为 了 研究 经 典 解 的 稳定 性 和 路 径 积 分 的 微 扰 计 
算 而 引入 的 ， 把 它们 纳入 超 对 称 量子 力学 框架 ,使 其 形成 一 个 精确 可 解 势 模 型 家 
族 ， 从 而 提供 了 一 个 构造 一 维 Schrödinger 方程 新 解 的 系统 方法 。 
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量子 计算 是 最 近 十 多 年 来 物理 学 和 信息 科学 共同 关注 的 热点 研究 领域 ， 其 主 
要 动力 来 自 于 著名 的 Shor 大 数 因 子 分 解 算 法 的 提出 。 虽 然 国 内 从 事 量 子 信息 科学 
研究 的 学 者 很 多 , 但 直接 在 量子 算法 的 构造 和 理解 等 方面 开展 的 工作 却 相对 较 少 。 
通过 本 书 第 7 章 的 实例 , 读者 将 能 更 具体 地 理解 Shor 量子 算法 的 基本 思想 及 其 运 
行 过 程 的 概貌 。 另外 , 绝热 逻辑 门 量子 计算 方案 的 提出 为 量子 计算 的 物理 实现 提供 
了 另 一 个 可 供 选 择 的 途径 。 

从 量子 力学 诞生 之 日 起 ,伴随 着 它 的 基本 原理 及 解释 的 争论 一 直 都 没有 中 断 
it. 量子 力学 作为 一 种 成 功 的 理论 , 已 经 被 广泛 地 应 用 到 了 各 个 学 科 领 域 , 也 催生 
了 各 种 新 技术 的 发 展 和 应 用 ， 然 而 其 基本 原理 的 实验 检验 仍 是 极 具 挑 战 性 的 研究 
课题 。 例 如 , 关于 量子 理论 本 身 的 完备 性 以 及 非 定 域 性 关联 问题 , 虽然 已 经 在 很 多 
微观 系统 中 (如 光子 、 中 子 及 囚禁 离子 等 ) 得 到 了 证 实 , 但 在 宏观 尺度 上 的 实验 例 
子 还 不 多 。 鉴于 超 导 电 子 学 系统 中 宏观 量子 相干 效应 已 经 被 实验 证 实 , 利用 超 寻 电 
路 的 量子 调控 来 实现 量子 非 局 域 关 联 的 验证 就 有 了 现实 意义 。 

值得 指出 的 是 , 量子 物理 已 成 为 近代 科学 的 基础 , 其 研究 工作 不 仅 有 重要 的 基 
础 理论 意义 , 而 且 直接 影响 到 相关 新 技术 的 发 展 。 例 如 , 物质 波 干 涉 和 基于 Joseph- 
son 效应 的 宏观 量子 调控 等 都 已 发 展 成 相应 的 技术 。 因 此 , 本 书 的 某 些 研究 专题 与 
当今 及 未 来 的 量子 技术 发 展 有 着 密切 联系 。 

本 书 的 题材 全 选 自作 者 自己 做 过 的 研究 课题 ,并且 对 每 个 专题 都 进行 了 较 深 
入 的 讨论 , 因此 兼 有 研究 专著 的 性 质 。 全书 的 内 容 主要 由 七 个 相对 独立 但 又 彼此 关 
联 的 专题 组 成 ， 基 本 反映 了 作者 多 年 来 从 事 量 子 物理 研究 的 历程 和 心得 。 每 个 专 
题 都 力求 从 原始 模型 的 建立 开始 , 自 成 体系 , 既 方 便 读 者 选取 目 己 感 兴趣 的 题目 阅 
iE, 也 可 单独 用 作 研 究 生 或 本 科 生 的 教材 。 前 五 个 专题 主要 论述 量子 态 几何 相 因子 
和 宏观 量子 效应 ， 由 梁 九 卿 教授 执笔 ; 后 两 个 专题 涉及 量子 算法 , 宏观 量子 计算 和 
量子 力学 基本 原理 的 验证 等 , 由 韦 联 福 教授 撰写 。 

书 中 前 6 章 的 插图 是 由 山西 大 学 理论 物理 研究 所 的 在 读 博士 生 常 博 和 连 进 铃 
完成 的 ， 西 南 交 通 大 学 量子 光电 实验 室 的 研究 生 们 也 为 本 书 的 部 分 文字 录入 工作 
提供 了 帮助 , 在 此 一 并 感谢 。 

作者 还 要 特别 感谢 他 们 的 合作 者 在 各 专题 研究 中 所 给 予 的 帮助 。 

由 于 各 个 课题 本 身 仍 是 不 断 发 展 的 前 沿 问题 , 内 容 在 不 断 更 新 和 发 展 , 书 中 难 
免 有 玖 漏 及 不 妥 之 处 ,， 灵 请 读者 批评 指正 。 
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第 1 章 规范 变换 , 正则 量子 化 和 经 典 量子 对 应 


本 章 是 基础 知识 的 简要 回顾 和 总 结 , 旨 在 用 最 简单 的 系统 (一 个 自由 度 的 点 粒 
子 和 真空 中 的 自由 电磁 场 ) 为 例 来 阐述 经 典 动力 学 和 量子 力学 的 正则 化 公理 体系 
和 一 些 重要 的 基本 概念 , 如 规范 变换 、 经 典 -量子 对 应 等 。 文 献 中 经 典 -量子 对 应 大 
多 只 讨论 在 大 量子 数 极限 下 (或 者 n0) 量子 力学 趋 于 经 典 理 论 。 其 实 , 在 相干 态 
(包括 自 旋 相 干 态 ) 中 , 力学 量 期 待 值 的 时 间 演 化 和 经 典 动力 学 方程 完全 一 致 , 这 种 
意义 下 的 经 典 -量子 对 应 在 宏观 量子 效应 中 起 更 为 重要 的 作用 。Aharonov-Bohm 和 
Berry 相位 、 磁 单 极 和 任意 子 的 讨论 必然 涉及 拓扑 流 形 和 微分 几何 , 为 方便 读者 阅 
i, 我 们 以 U (1) 规范 场 为 例 给 出 了 微分 形式 和 外 微分 的 基本 公式 。 


1.1 物质 世界 的 经 典 图 像 及 质 后 动力 学 


物理 学 研究 物质 世界 的 演变 规律 及 其 所 以 如 此 演化 的 道理 。 有 物质 有 道理 , 即 
所 谓 物理 。 物 理学 试图 穷 究 一 切 事物 的 道理 , 没有 固定 的 研究 对 象 , 物质 系统 有 广 
泛 的 含义 , 例如 , 它 也 可 以 是 社会 系统 。 物 理学 研究 的 系统 都 有 可 供 实 验 测量 的 量 ， 
称 为 物理 观察 量 , 它们 一 般 是 空间 坐标 和 时 间 的 函数 , 泛称 为 场 变量 。 在 这 种 广义 
的 场 变量 概念 下 一 切 物 理 量 都 可 称 为 场 变 量 。 例 如 ， 点 粒子 的 坐标 r(t) 只 是 时 间 
的 函数 , 空间 缩 为 一 几何 点 , 是 零 维 的 , 称 为 0+ 1 HERR; 电场 强度 E(r,t) 是 
3 十 1 维 矢 量 场 。 描 述 各 种 系统 的 不 同 物理 量 , 也 可 能 是 旋 量 、 张 量 场 等 。 运动 定 
律 描述 物理 观察 量 之 间 关 系 和 演化 的 规律 性 , 并 用 数学 公式 表示 , 是 系统 的 本 质 属 
TE. 原则 上 它 应 当 被 实验 检测 , 而 且 , 实验 可 无 限 重 复 。 当 然 , 运动 定律 常常 是 理 
想 条 件 下 的 规律 , 它们 的 建立 包含 了 合理 的 简化 和 逻辑 推理 。 物 理学 的 任务 不 仅 是 
发 现 并 总 结 出 系统 的 运动 和 变化 规律 , 而 且 要 抽象 上 升 到 和 具体 系统 无 关 的 原理 ， 
原理 具有 普 适 性 ， 即 所 谓 的 道理 。 例 如 ， 点 粒子 运动 遵从 Newton 定律 ,而 电磁 场 
满足 Maxwell 方程 等 , 它们 都 是 运动 规律 , 都 可 统一 到 Hamilton 原理 , 或 者 最 小 
作用 量 原理 中 。 物理 其 实 是 以 数学 为 手段 . 研究 任何 未 知事 物 存 在 和 演化 道理 的 方 
法 , 物理 学 的 方法 可 用 到 有 固定 研究 对 象 的 学 科 中 ， 如 化 学 物理 、 生 物 物理 等 。 


1.1.1 质点 运动 方程 各 最 小 作用 量 原 理 


我 们 用 一 个 最 简单 的 系统 ， 即 单个 粒子 在 一 维 空间 中 的 运动 为 例 ， 来 解释 其 
运动 规律 并 揭示 产生 这 种 规律 的 道理 。 这 一 简单 系统 的 物理 观察 量 是 q(0)(0 + 1 
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维 实 标量 场 ), 如 它 可 以 是 粒子 空间 运动 的 坐标 — — 广义 坐标 , 相应 的 广义 速度 是 
q(t) = 望 。 质 点 运动 规律 由 Newton 方程 描述 ， 它 是 实验 观测 的 总 结 , 人 们 可 以 认 


识 和 发 现 规律 但 不 能 创造 规律 。 我 们 假定 粒子 在 一 保守 力 场 中 运动 , 即 存在 一 个 相 
应 的 不 显 含 时 间 的 势 函 数 Va) 则 物理 观测 量 g(t) 时 间 演 化 遵从 的 运动 方程 是 
mä = -D (1.1.1) 
由 于 势 函 数 不 显 含 时 间 , 运动 方程 满足 时 间 平 移 不 变 , 积分 一 次 后 变 为 
1 d,.. dV 
gna — ar 
由 此 得 到 一 个 守恒 量 — 机械能 ,， 记 为 已 ,积分 一 次 后 的 运动 方程 则 是 
E= zmd! «V (1.1.3) 


守恒 量 总 是 对 应 于 运动 规律 的 某 种 时 空 变化 对 称 性 , 特别 是 当 V(gq) = 0 时 , 方程 
(1.1.1) 还 具有 空间 平移 不 变性 , 由 此 又 导致 动量 守恒 

mq = p 
动量 p 是 常数 。 物 理学 并 不 满足 于 仅 给 出 系统 的 运动 方程 ,这 里 一 个 要 回答 的 问 
题 是 ,得 出 Newton 方程 的 道理 或 者 原理 是 什么 ? 这 一 原理 应 具有 普遍 性 , 不 依赖 
系统 的 具体 特性 。 我 们 用 上 述 的 简单 系统 给 出 力学 原理 的 引导 ， 为 此 ， 定 义 一 个 
Lagrange 函数 (以 下 简称 拉 氏 量 ) 


(1.1.2) 


| 
L(q,q) = mi — V (q) (1.1.4) 


它 是 组 态 空间 的 函数 , 对 这 一 简单 系统 来 说 , 就 是 动能 减 势能 。 再 定义 一 称 为 作用 
量 的 泛 函 
S= na L(q. dt (1.1.5) 
q(ti) i T 


作用 量 依赖 于 拉 氏 量 。 对 于 固定 的 空间 两 点 q(t;) 和 alte), 经 典 粒子 总 是 走 使 作用 
量 最 小 的 路 径 ,， 称 为 最 小 作用 量 原理 或 者 Hamilton 原理 。 对 S 变 分 取 极 值 , 可 得 


"OL dóL 
ô 一 一 一 E — 一 -一 - — — | = wi. 
S = [ & dq + Dis) dt f (2c a: x óqdt = 0 (1.1.6) 


第 二 等 式 中 用 了 分 部 积分 ， 并 注意 到 固定 端点 的 变 分 为 零 。 由 于 6g 是 任意 路 径 变 
分 (图 1.1.1). 所 以 
ma RESET) 


Bl Lagrange 方程 (以 下 简称 拉 氏 方程 )。 


1.1 物质 世界 的 经 典 图 像 及 质点 动力 学 -3- 


图 1.1.1 国定 端点 的 路 径 变 分 
例如 ,一 维 谐振 子 的 拉 氏 量 是 


L= smd -— smug? (1.1.8) 
代入 上 面 的 拉 氏 方程 ,就 得 到 熟悉 的 谐振 子 运 动 方程 
d+wqg=0 (1.1.9) 


我 们 用 点 粒子 解释 了 力学 原理 的 引导 , 其 实 , 该 原理 具有 普 适 意义 ,从 最 小 作用 量 
原理 出 发 , 各 种 物理 系统 的 时 间 演 化 规律 都 可 以 从 同一 原理 演绎 得 到 。 例如 ,电磁 
场 的 场 变量 运动 规律 由 Maxwell 方程 描述 , 它 遵 从 同样 的 最 小 作用 量 原 理 。 


1.1.2 ”规范 变换 


规范 变换 (gauge transformation) 是 描述 基本 粒子 间 相 互 作用 的 规范 场 理 论 中 
的 一 个 重要 概念 ， 它 其 实 有 更 广泛 的 意义 。 对 于 给 定 系统 的 运动 方程 (实验 规律 )， 
拉 氏 函数 工 并 不 是 唯一 的 , 我 们 可 以 加 任意 一 个 时 空 函数 f (4,0) 的 全 导数 。 新 的 拉 
E ER CJ 


2H df(g,t) | Of | .Of 
L a c =b 


2: ia (1.1.10) 
从 它 导 出 的 拉 氏 方程 为 

OL’ d /O0L OL d /OL 

oe OE) EE (a) =° ay 


与 原来 的 拉 氏 函数 工 给 出 的 拉 氏 方程 完全 相同 。 这 一 事实 很 容易 验证 ， 因 为 
0L OL Of Pf 


a ðq  Btq og aan 
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d /ƏL' d (OL Of OL 8? Of 0* f 
a (ar) =a (a4) ta (ar) (+ 
我 们 称 这 种 变换 为 规范 变换 , 或 者 广义 规范 变换 。 电 磁场 (U(1) 规范 场 ) 理论 中 的 
规范 变换 是 大 家 熟知 的 , 下 面 2.1.2 节 中 我 们 会 看 到 它 实 际 上 只 是 现在 这 种 普遍 表 
述 的 一 个 具体 形式 。 
1.1.3 Hamilton 量 和 正则 方程 
拉 氏 方程 中 时 间 导 数 是 二 阶 的 , 我 们 可 以 把 方程 降 为 一 阶 , 代价 是 独立 变量 加 
倍 。 定 义 正 则 动量 (canonical momentum) 
_ OL 
P= 3 


坐标 和 动量 为 独立 变量 的 空间 称 为 相 空 间 ， 系 统 的 Hamilton Æ (Hamiltonian) 定 
义 为 


(1.1.14) 


H(q.p) =pq—L (1.1.15) 
它 是 相 空间 (q, p) 的 函数 。 我们 可 定义 相 空间 拉 氏 量 
L(q.p) = pq — H(q.p) (1.1.16) 
再 对 作用 量 
S = [tae — H(q,p)|dt 
变 分 取 极 值 (最 小 作用 量 原理 ) 


ss- | a ro AL _ Pd dt 


= f [on - it - 5,84 - UR dt — 0 (1.1.17) 
独立 变量 变 分 5q, 5p 前 系数 为 零 ， 我 们 就 能 得 到 下 面 的 正则 方程 (canonical 


equation), 也 称 Hamilton 方程 : 
d = 一 一 (1.1.18) 


(1.1.19) 


增加 了 独立 变量 ,不 仅 使 方程 变 为 对 称 的 一 阶 方程 组 ， 而 且 正 则 动量 的 引入 有 更 
重要 的 意义 。 和 拉 开 方程 不 同 ， 正则 方程 中 的 Hamilton 量 只 有 势 函数 ,和 量子 力 
学 的 Schródinger 方程 一 致 。 当 有 规范 场 存在 时 正则 动量 不 等 于 力学 动量 , 特别 是 
在 场 为 零 而 势 不 为 零 的 空间 可 导致 拓扑 量子 效应 (topological quantum effect)， 即 


12 ”经 典 场 ,电磁 场 动力 学 正则 形式 


. o 


Aharonov-Bohm(AB) 效应 。 从 正则 方程 的 观点 ，AB 效应 有 明显 的 量子 -经 典 对 应 
( 见 本 书 第 2 章 ), 只 不 过 是 量子 力学 中 波 函 数 的 相位 干涉 使 这 一 拓扑 效应 可 被 实验 


观测 到 而 已 。 
作业 1.1 证 明 Hamilton 方程 在 规范 变换 下 不 变 。 提示 : 正则 动量 和 Hamilton 
量 的 规范 变换 分 别 表示 为 " 
p = oj 
H' 一 pq _ I" 


Poisson 括号 


1.1.4 ”物理量 的 时 间 演 化 


相 空 间 任意 力学 量 Alq, p) 的 时 间 演 化 可 表示 为 
d4(qp) .04 .094 ðAðH OAOH 


——— eee — 


dt ?8q Op dq Op op ôq 


= (A,H) (4.1.20) 


最 后 一 个 等 式 中 我 们 引入 了 一 个 重要 的 记号 一 一 Poisson 185. 4 Ala p), Bla p) 


是 两 个 力学 量 , 其 Poisson 括号 的 一 般 定 义 式 为 
(A.B) = OAOB  OAOB 


dq Op Op ôq 
显然 
{q,p} 21 


作业 1.2 证明 角 动量 Poisson i5., 即 角 动量 
L=rxp 
各 分 量 满足 关系 
{Li, Lj} = Y ela 
k 


其 中 ， Eijk 是 通常 的 反对 称 张 量 , i = z,yz。 


(1.1.21) 


(1.1.22) 


1.0 经 典 场 , 电磁 场 动 力学 正则 形式 


1.2.1 Maxwell 方程 


真空 中 电磁 场 物理 观测 量 是 实 矢 量 场 EM B. 其 微分 形式 的 运动 方程 为 


(1.2.1) 
(1.2.2) 


(1.2.3) 
(1.2.4) 
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称 为 Maxwell 方程 , 这 里 我 们 使 用 了 Gauss 单位 制 。 
1.2.2 ”规范 势 场 和 规范 变换 


由 Maxwell 方程 (1.2.3) 和 方程 (1.2.4) 可 引入 矢量 势 A 和 标量 势 V, 称 其 为 


规范 势 


(1.2.5) 
(1.2.6) 


(1.2.7) 
(1.2.8) 


f 是 一 任意 时 空 标量 函数 , 显然 电场 强度 和 磁感应 强度 在 规范 变换 下 不 变 。 我 们 总 


可 以 选 适 当 规 范 使 规范 势 满 足 Lorentz 条 件 
OV 
VAs OL ecl 


cot 
则 场 运动 方程 变 为 简单 的 形式 
A 
c20t? 
o?V 
c20t? 


_V2 用 一 47 
C 


— V?V =4np 
引入 四 维 协 变 坐标 


T = (21, Z2, Z3, T4 = ict) 
四 维 规范 场 矢 量 
A = (Aj, Aa, Aa, A4 = iV) 
和 四 维 流 矢量 
j = (j1, 32,53, ja = icp) 
运动 方程 (1.2.9)~ 方程 (1.2.11) 则 变 为 


加 和 ES 1,234 
c 


其 中 


(1.2.9) 


(1.2.10) 


(1.2.11) 


(1.2.12) 


(1.2.13) 
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是 d'Alembert 算 符 , 方程 (1.2.13) 称 为 Lorentz 条 件 或 者 Lorentz 规范 。 电 磁场 
(1.2.5) 和 (1.2.6) 的 协 变形 式 可 统一 成 为 一 反对 称 张 量 


OA, OA, 
Fur = Ox, Oz, 


(1.2.14) 


其 明显 的 矩阵 形式 是 


F- (1.2.15) 


1.3.3 “电磁场 动力 学 正则 形式 
为 简单 起 见 ,， 考虑 自由 场 方程 , 即 电荷 、 电 流 及 标 势 皆 为 零 , 场 方程 简化 为 


0’ A 
2 EM 
VA- Au = 0 (1.2.16) 
V-A=0 (1.2.17) 


第 二 个 方程 即 通常 所 说 的 横 波 条 件 ， 也 称 Coulomb 规范 , 由 Lorentz 条 件 退 化 而 
来 。 可 把 两 方程 合并 成 一 个 方程 


07 A; 0? A; 07 A; 
2 | O77 | spa OS (1.2.18) 


相应 的 拉 氏 密度 可 构造 为 


2 
3 2 3 
二 1 OA; = E OA, 
Cz 7 > 的 » I | (1.2.19) 


把 该 拉 氏 密度 代入 场 变 量 是 A; 的 作用 量 


S 一 Í Cdzdt 


由 最 小 作用 量 原理 
55 —0 


可 得 到 如 下 的 拉 氏 方程 
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à 
8t BA. TGA YE TIA TA Jðz;) 


此 即 上 面 的 自 aS (1.2.18)。 场 的 正则 动量 密度 根据 定义 是 
BC 8A; 
"^ = 9(8A,J0t) őt 
Hamilton 密度 则 是 熟悉 的 形式 


Das 2 
£532: [eme 


=0 i=1,2,3 (1.2.20) 


(1.2.21) 


2 
(x PL 3 [em (1.2.22) 
J 


1.2.4 ”微分 形式 、Wedge 乘积 和 外 微分 

本 书 中 讨论 的 Aharonov-Bohm 效应 、 任意 子 和 Dirac 磁 单 极 等 必然 涉及 拓扑 
流 形 及 微分 形式 的 概念 和 运算 , 虽然 并 不 要 求 读 者 具备 微分 几何 知识 , 但 有 关 微 分 
形式 和 外 微分 的 定义 及 简单 公式 对 阅读 本 书 的 相关 内 容 是 很 有 用 的 。 我 们 已 经 把 
电磁 场 写成 四 维 协 变形 式 ， 以 此 为 例 给 出 本 书 中 用 到 的 微分 形式 和 外 微分 的 简单 
公式 。 

1. 微分 一 次 式 

四 维 势 场 是 个 矢量 , 记 为 

= (A), Ao, A3, A4) 


四 维 分 基 矢 则 分 别 是 
dz = (dzl,dz2z,dz3s,dz4) 


Ce eee 
om — Or,’ Oxy’ Or3' Oz4 
联络 微分 一 次 式 (connection one-form) 是 一 标量 , 定义 为 


4 


和 


w = Adz = a A, dz, (1.2.23) 
p=l 
本 书 中 我 们 不 引入 场 论 中 的 协 变 和 抗 变 指标 ， uu did 微分 算 符 
d = dz 区 = Yen (1.2.24) 


是 一 标量 , 而 一 个 标量 函数 f 的 微分 hee as 
df = D jr, d (1.2.25) 
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2. Wedge RAR, 外 微分 和 微分 二 次 式 
两 个 微分 一 次 式 的 Wedge 乘积 是 微分 二 次 式 , 定义 为 


df Adg = dz, A dz, (1.2.26) 


基 矢 的 Wedge 积 和 矢量 的 向 量 积 一 样 
dz, ^ dz, = —dz, ^ dz, 


不 难 证 明 


df Adg = D | TN ML ML | dz, Adz, (1.2.27) 


"we dr, Or, Oz, Ox, 
微分 算 符 d 作用 在 联络 微分 一 次 式 w 上 的 运算 称 为 外 微分 , 定义 是 


8A, 1 
dw = V Be dz ^dz, = 5 SF, dz, ^ dz, (1.2.28) 
p.v 


HY 


称 其 为 微分 二 次 式 (two-form), HP, F,, 即 电 磁场 反对 称 张 量 。 根 据 外 微分 定义 
显然 有 


和 


dd — 0 (1.2.29) 


d(fdg) = df ^ dg (1.2.30) 
1.2.5 ”时空 变 换 和 相对 论 


显然 Newton 点 粒子 方程 在 不 同 惯性 系 间 的 Galilei 变换 (时 空 变换 ) 下 不 变 ， 
即 所 有 惯性 系 对 动力 学 方程 都 是 等 价 的 , 这 是 旧 相 对 论 , 而 时 空间 隔 在 不 同 惯性 系 
中 不 变 , 也 就 是 说 时 空 是 绝对 的 ， 和 运动 无 关 。 但 电磁 场 Maxwell 方程 在 光速 不 变 
条 件 下 满足 的 是 Lorentz 变换 , 不 同 惯性 系 中 时 空间 隔 则 不 是 必然 相等 的 。Einstein 
把 相对 论 推 广 到 包括 电磁 场 在 内 的 所 有 物理 运动 方程 中 , 给 出 了 满足 Lorentz 变换 
的 点 粒子 动力 学 , 使 整个 物理 学 纳入 相对 论 框架 。Newton 方程 则 变 为 相对 论 方程 
的 低速 近似 。 而 广义 相对 论 则 是 相对 论 在 非 惯 性 系 中 的 推广 , 由 于 非 惯 性 系 中 各 点 
的 速度 不 等 , 时 空间 隔 也 不 一 样 ， 自然 出 现时 空 弯 曲 ,引力 场 中 的 弯曲 时 空 是 广义 
相对 论 的 重要 结论 。 


1.3 多 体系 统 一 一 物理 观测 量 的 统计 规律 


宏观 体系 可 还 原 成 大 量 粒 子 组 成 的 力学 系统 (还 原 法 , 实际 上 相互 作用 多 体系 
统 并 不 可 能 被 简单 地 还 原 )， 并 用 概率 分 析 研 究 其 运动 状态 ， 从 而 用 统计 规律 得 到 
宏观 状态 和 相应 的 物理 观测 量 。 我 们 简单 回顾 平衡 态 统计 的 理论 核心 , 统计 物理 也 
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是 在 Lagrange 和 Hamilton 形式 下 建立 的 。 考 虑 N 个 无 相互 作用 全 同 粒 子 系统 ， 
为 简单 起 见 ， 每 个 粒子 只 e 其 Hamilton 量 可 表示 为 


Hz y Hu. H, - B +V; (1.3.1) 


isl 


显然 , 系统 的 状态 可 用 2N 维 相 空间 的 一 个 点 来 描述 。 在 相 空 间 体 积 元 


N 


dl = ] | dqidp; 
i=1 
中 系统 状态 数 为 
dA = oar (1.3.2) 
其 中 , o 是 相 空 间 中 的 状态 密度 分 布 函数 。 一 力学 量 4 的 统计 平均 值 显然 为 
A= z/ AodT (1.3.3) 
而 


z= | oar 


表示 总 态 数 , 也 称 为 配 分 函数 。 对 通常 熟悉 的 平衡 态 统计 而 言 , 态 密度 是 个 守 衡 量 ， 
即 


en Ht Lait Ls Fob = ge + {eH} =0 (1.3.4) 
PRA Liouville 方程 。 AOR 
J = pv (1.3.5) 


其 中 

v= 2 lieg, + Diep] 
表示 相 空 间 “速度 ”, 而 eg, Fl ep, 分 别 表示 qi; p; 轴 方 向 的 单位 矢量 ， 上 述 几 率 守 
恒 式 等 价 于 几率 连续 方程 


Op 
a +V-J=0 (1.3.6) 


E a a 
YV = 25 m tena 
对 于 典型 的 热力 学 统计 分 布 ， im T 的 Boltzmann 分 布 , 我 们 有 


- 1 
= HI: is ze UD LI. (1.3.7) 
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其 中 
z= [arem 


称 为 Boltzmann 配 分 函数 ,上 是 Boltzmann 常数 。 力 学 量 A 在 给 定 温 度 T 下 的 统 
计 平 均值 用 方程 (1.3.3) 计算 。 
作业 1.3 RN 个 无 相互 作用 谐振 子 在 给 定 温度 T 的 能 量 平 均值 


» 1 < 
H= (= + jg) (1.3.8) 
m 2 


1.4 量子 力学 的 逻辑 体系 


点 粒子 和 场 是 经 典 世 界 的 两 个 基本 图 像 , 经 典 理论 虽然 取得 了 巨大 的 成 功 , 但 
在 解释 19 世纪 末 发 现 的 某 些 物理 现象 时 ， 点 粒子 和 场 理 论 都 遇 到 了 根本 性 的 困 
难 。 场 理论 的 困难 是 无 法 解释 黑体 辐射 实验 规律 ， 而 点 粒子 系统 的 困难 则 是 不 能 
给 出 原子 的 定 态 结构 。Planck 能 量子 的 提出 为 解决 前 一 个 困难 迈 出 了 重要 的 一 步 ， 
而 Einstein 的 光子 概念 则 导致 场 量子 化 理论 。 后 一 个 困难 的 完全 解决 产生 了 量子 
力学 , 它 是 建立 在 三 个 基本 假设 或 者 原理 上 的 自治 理论 (至 少 在 正则 量子 化 公理 体 
系 内 )。 


1.4.1 ”量子 力学 原理 一 (AK, 算 符 及 其 表示 ) 


力学 观察 量 对 应 于 作用 在 Hilbert 空间 (有 限 或 无 限 维 ) 态 矢量 上 的 算 符 ， 系 
统 的 状态 则 用 该 空间 的 态 失 量 描述 。 物理 观察 量 由 经 典 理 论 中 的 数 或 函数 ( 称 为 C 
数 ) 变 为 算 符 (相应 地 称 为 Q 数 )，C 数 满足 交换 率 , 而 Q 数 则 一 般 不 可 对 易 。 共 
斩 变 量 算 符 之 间 满 足 确 定 的 对 易 关 系 ， 如 粒子 的 广义 坐标 算 符 q 和 正则 动量 算 符 
P WEN DKA | 


[d p] = ih (1.4.1) 
而 Bose 场 的 场 算 符 (ac, t) 和 其 对 应 的 正则 动量 密度 算 符 (a^, t). 则 满足 对 易 关 系 
[ó(z, t), t (a^, t)] = ihó(z — 2’) (1.4.2) 


算 符 的 表示 可 以 是 矩阵 , 沿 此 思路 ，Heisenberg 发 展 了 和 矩阵 力学 。 当 然 , 算 符 也 可 
以 是 作用 在 函数 ( 波 函 数 vl) 上 的 具体 运算 ， 如 微分 。 沿 此 方 回 ，Schrodinger 发 
展 了 波动 力学 。Dirac 集 两 者 之 大 成 , 引入 了 Dirac 符号 ， 从 而 建立 了 形式 化 的 量 
子 力学 理论 体系 。 而 所 谓 的 矩阵 力学 和 波动 力学 则 分 别 成 为 在 Hamilton AFAMA 
标 算 符 表象 中 的 表示 。 算 符 不 是 观察 量 ,观察 量 对 应 该 算 符 的 本 征 值 。 例 如 ， 定 义 
Q 算 符 本 征 方程 为 

Q|n) = qnln) (1.4.3) 
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qn 是 Q 算 符 的 第 ”个 本 征 值 , 本 征 矢 为 |In), 满足 正 交 归 一 关系 


(m|n) nd bmn (1.4.4) 
所 有 的 本 征 矢 构成 一 个 完备 集合 (定义 了 一 个 表象 )， 即 
X |n)(n| = 1 (1.4.5) 
若 本 征 值 是 连续 谱 ， 则 完备 性 变 为 
n (z|\dz = 1 (1.4.6) 
1 态 拓 量 的 表示 
本 征 矢 的 完备 性 意味 着 任意 态 矢 都 可 以 用 此 本 征 矢 来 展开 , BU 
Iv) = >》 In) (nly) (1.4.7) 


其 中 , (njw) = cn 为 展开 系数 ,而 列 窍 阵 
y=} : (1.4.8) 


则 是 v) EE 9 表象 中 的 矩阵 表示 。 
2. 算 符 的 表示 
若 |v) 是 A 算 符 的 本 征 态 , 其 本 征 值 为 a, 则 
Á|v) = al) (1.4.9) 
利用 完备 性 关系 X |n)(n| = 1, ER (mm|( 作 内 积 ) 算 符 本 征 值 方程 变 为 代数 方程 


组 
2_(mlAln) (nlw) = a(m|v) (1.4.10) 


Tm 


其 中 
(mlAln) = Amn 
是 A 的 矩阵 元 , (njw) = cn 是 态 |v) 的 展开 系数 . 该 代数 方程 组 可 写成 如 下 的 矩阵 
形式 : 
Aw = aw (1.4.11) 


其 中 , 矩阵 4 是 4 算 符 在 Q 表象 中 的 表示 。 
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3. 坐标 表象 
我 们 熟悉 的 坐标 表象 基 矢 是 坐标 算 符 的 本 征 态 la) 
dla) = ala) 
本 征 态 是 正 交 的 ， 因 为 
(q'|dla) = «' (q'|a) = a(a'|a) 
Gq Aq 时 则 必须 有 
(qlq) =0 
但 不 能 归 一 化 为 1, 因为 由 完备 性 关系 
la^) (q']da' = 1 
可 得 
(ala) = [ (ala) ahaa’ = (ala) (ala)da 
如 果 
(alg) = 1 
显然 导致 矛盾 , 因为 dq 是 无 限 小 , 只 能 有 


(dla) = 9(q — q') 


(1.4.12) 


(1.4.13) 


6(q — q') 是 Dirac 5 函数 。 下 面 我 们 来 推导 坐标 表象 中 动量 的 算 符 形 式 及 其 本 征 波 


AM: 由 对 易 关 系 
[£, p) = ih 
可 得 
(r|£p — pi|z') = (x — x')(v|p|x') = ihó(z — 2’) 
再 由 5 函数 的 特性 , 不 难得 到 坐标 表象 中 的 动量 算 符 和 矩阵 元 是 
(z|p|z') = -ih a(z T 
假定 |p) 是 动量 算 符 的 本 征 态 , 对 应 的 本 征 值 为 p, BD 
plp) = plp) 
投影 到 坐标 表象 
(x|plp) = p(z|p) 
再 插入 坐标 表象 的 完备 性 关系 得 到 坐标 表象 中 动量 本 征 方程 为 


(1.4.14) 


(1.4.15) 
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Ge 人 dz = -in f Boe ssa! )in! = -ih Tp tole) = sr) (1.4.10) 
因而 动量 算 符 在 坐标 表象 中 的 算 符 形式 是 


p= -太志 (1.4.17) 


动量 本 征 方程 的 解 , 即 动量 本 征 态 波 函 数 为 
1 . 
wp(Z) = JA exp(ipz/h) (1.4.18) 
其 实 动量 表象 和 坐标 表象 完全 等 价 , 从 坐标 和 动量 对 易 关 系 出 发 , 和 上 述 推导 一 样 


可 得 到 动量 表象 中 坐标 算 符 的 本 征 方程 


da stp) (1449 
p 


1.4.2 ”量子 力学 原理 二 (动力 学 ) 


量子 力学 公理 化 体系 始 于 物理 量 的 算 符 化 , 动力 学 当然 从 算 符 的 时 间 演 化 开 
始 , 算 符 时 间 演 化 遵从 Heisenberg 方程 , 是 作为 基本 原理 引入 的 


dA | 04 | 
di ðt 


时 间 演 化 算 符 ，Heisenberg 和 Schrödinger 22 
假定 力学 量 算 符 A 不 显 含 时 间 , 则 其 Heisenberg 方程 的 形式 解 显然 是 
A(t) = Ü' (t) Á(0)Ü (t) (1.4.21) 


14. À] (1.4.20) 


其 中 l 

U(t) =e nt i (1.4.22) 
称 为 时 间 演 化 么 正 算 符 。 任 意 时 刻 力学 量 算 符 在 一 个 确定 的 量子 态 1)( 不 随时 间 
演化 ) 上 的 期 待 值 为 


A(t) = (vJA(t)]v) = (vJÓ* (t) A(0)Ü (£)|v) (1.4.23) 
算 符 随时 间 演 化 而 态 不 变 的 描述 称 为 Heisenberg 绘 景 。 当 然 也 可 定义 时 间 演 化 态 
Iv(t)) = V(t) |p) (1.4.24) 


则 期 待 值 随时 间 演 化 的 描述 变 为 态 随 时 间 变 化 , 而 算 符 不 变 , 称 为 Schrödinger 给 
x 

Aft) = (w(t)|A(0)|v(t)) (1.4.25) 
显然 , ANAS |w(t)) 满足 Schrödinger 方程 ， 即 
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i elt) = AWe) (1.4.26) 


投影 到 坐标 表象 中 (方程 (1.4.26) 两 边 作 内 积 (zl)， 则 得 到 坐标 表象 中 的 Schro- 
dinger 方程 


Wr, t) = (-z.v 十 v) v(z,t) (1.4.27) 


1.4.3 ”量子 力学 原理 三 (测量 假设 ) 


在 某 算 符 的 本 征 态 上 测 相 应 的 物理 量 ， 可 得 到 确定 值 ， 即 该 本 征 态 的 本 征 值 。 
ES ju) 上 测量 某 算 符 Q 对 应 的 物理 量 值 , 而 1v) 不 是 8 的 本 征 态 时 ， 则 每 次 测 
量 得 到 的 值 只 能 是 @ 的 本 征 值 中 的 一 个 , 但 不 能 确定 是 哪 一 个 。 多 次 测量 后 可 得 
到 该 力学 量 的 平均 值 


= (vIQIv) = 2. le^ qn (1.4.28) 
这 里 jn) 是 Q 的 本 征 态 , 相应 的 本 征 值 是 qu 
Iv) = 》 enln) (1.4.29) 


假定 |v) 态 规 一 | 
Ye? = (uy) 21 (1.4.30) 


lcs? 是 多 次 测量 后 得 到 本 征 值 o, 的 概率 。 
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T 47n— Schrödinger 猫 态 ) 


l. 测 不 准 关系 

不 对 吻 的 算 符 一 般 不 可 能 有 共同 本 征 态 , 因而 不 能 同时 得 到 确定 的 测量 值 。 需 
要 指出 的 是 , 所 谓 的 “ 测 不 准 原 理 ” 其 实 并 不 是 一 条 “原理 ”, 它 仅 是 量子 力学 原理 
的 一 个 推论 。 从 两 算 符 的 对 易 关 系 ， 容 易 求 得 其 偏差 满足 的 公式 称 为 测 不 准 关系 ， 
例如 坐标 和 动量 [2,9] = ih 的 测 不 准 关系 是 


AzAp 


ds 


其 中 , A 表示 方 均 根 偏差 。 
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2. 非 定 域 性 纠缠 态 和 Bell 不 等 式 
量子 态 的 相干 用 加 和 测量 原理 共同 产生 了 量子 力学 最 奇异 的 非 定 域 特性 ， 没 


有 经 典 对 应 。 假定 测量 前 系统 处 于 多 个 本 征 态 的 登 加 态 , 根据 测量 理论 , 测量 操作 
会 使 系统 塌 缩 到 其 中 一 个 本 征 态 。 例 如, 可 制备 两 粒子 自 旋 又 加 态 一 一 目 旋 单 态 


1 
|%) = Jn ux: (1.4.31) 
其 中 |+) 是 自 旋 本 征 态 
6:| 土 ) = +|+) 
而 
|+, —) T | 十 )1| 一 /2 


是 两 粒子 自 旋 态 直 积 。|w) 称 为 两 自 旋 纠缠 态 。 显 然 在 v) 态 上 的 两 粒子 自 旋 既 可 
能 向 “上 ”也 可 能 向 “下 ”, 完全 不 确定 , 若 该 量子 态 制 备 好 后 把 两 两 粒子 分 开 为 类 
空间 隔 (在 测量 的 时 间 内 光 也 无 法 到 达 ), 并 保持 其 纠缠 性 。 当 在 同一 方向 上 对 其 
中 一 粒子 进行 自 旋 测量 并 得 到 确定 值 时 , 空 向 分 离 的 另 一 粒子 的 自 旋 则 完全 确定 。 
这 就 是 著名 的 EPR(Einstein-Podolsky-Rosen) fÉ3E, Hi Einstein 等 三 人 提出 , 用 于 
质疑 量子 力学 的 完备 性 (他 们 原来 的 文章 用 的 是 连续 变量 纠缠 态 )。 方程 (1.4.31) 表 
示 的 目 旋 系统 最 早 由 Bohm 提出 , WEA EPRB 模型 。 基 于 经 典 几率 理论 和 定 域 
确定 性 ( 见 注解 ) 两 个 基本 假设 ,， Bell 证 明了 EPRB 模型 中 空间 分 离 的 两 粒子 自 旋 
测量 结果 的 关联 满足 一 个 不 等 式 , 即 著 名 的 Bell 不 等 式 。 其 重要 意义 是 , 首次 把 哲 
学 意义 上 的 量子 力学 完备 性 讨论 变 成 一 实际 的 物理 问题 ， 即 有 观察 量 及 满足 的 方 
程 , 并 可 被 实验 检验 。 目前 , 已 存在 量子 力学 违反 Bell 不 等 式 的 实验 事例 , 这 种 违 
反 的 物理 意义 仍 是 值得 研究 的 问题 。 能 确定 的 是 , 迄今 还 未 有 任何 实验 结果 违反 了 
量子 力学 预言 , 而 纠缠 态 概念 则 日 益 显 示 其 重要 性 , 它 已 成 为 量子 密码 、 保密 通信 
和 量子 计算 中 并 行 运算 的 理论 基础 。 


3. 宏观 量子 态 的 相干 登 加 Schrödinger 4% As 


量子 力学 的 创始 人 之 一 Schrödinger 同样 质疑 量子 力学 的 测量 原理 , 他 提出 的 
死 猎 和 活 猫 态 的 相干 个 加 态 已 成 为 宏观 量子 相干 态 的 代名词 。 当 然 无 法 制备 相干 
的 活 猫 、 死 猫 态 , 但 现在 的 技术 已 可 制备 出 宏观 态 的 相干 又 加 ， 如 光学 中 的 相干 态 
登 加 和 分 子 磁体 中 两 简 并 宏观 磁 矩 态 的 相干 登 加 。 过 去 , 这 些 争 论 只 具有 哲学 的 意 
义 , 现在 的 量子 技术 已 使 实验 检验 成 为 可 能 。 由 于 近年 来 在 量子 光学 和 纳米 技术 方 
面 的 进步 ， 允 许 人 们 对 宏观 量子 效应 、 量 子 效应 的 宏观 极限 ， 以 及 量子 -宏观 渡 越 


注解 : 确定 性 指 系统 具有 内 在 的 确定 测量 结果 (conter-factual definiteness), BWH. 定 域 确 定性 
理论 即 定 域 隐 参 数理 论 。 
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进行 更 深入 的 研究 , 这 些 基础 研究 又 反 过 来 促进 了 量子 技术 和 器 件 的 发 展 , 未 来 应 
是 量子 技术 时 代 。 


1.45 ABER 
1. 态 密度 算 符 , 纯 态 和 混合 态 


量子 系统 的 状态 也 可 用 算 符 来 表示 , 且 更 具有 普遍 性 。 ETE |w) 的 态 密度 算 
符 定 义 为 
p= |v] (1.4.32) 


而 力学 量 在 该 态 上 的 期 望 值 是 


A=TrpA= > (nlpAln)= > (niw) (vlAln)= V (vlAln) nly) = (W|A|v) (1.4.33) 


其 中 In) 是 任意 完备 基 矢 . 量子 纯 态 可 以 用 任意 正 交 归 一 基 矢 展开 
|) = y» Av) 
密度 算 符 则 可 表示 为 


B= Dh) + 3 DO l HAAD (04:34) 
i izj 


相应 地 , 力学 量 的 期 望 值 可 表示 为 


A=TrpA= DA (41A Is) +5 DOA} MAII) XD (Welly) (1.4.35) 
i ifj 
纯 态 密度 算 符 显然 有 下 面 的 特性 : 
=p (1.4.36) 
Tr(f)? = Trp = 1 (1.4.37) 


对 于 经 典 几 率 混合 态 ， 则 不 存在 量子 相干 性 ， 对 应 于 方程 (1.4.34) 和 方程 (1.4.35) 
中 , 所 有 的 交叉 项 都 为 零 , 而 只 有 对 角 元 部 分 。 所 以 , 经 典 几率 态 的 密度 算 符 是 


pm = 》 PI) (Wil (1.4.38) 


显然 ， 
f = 2. LMNUDICAEEZA (1.4.39) 


一 般 情 况 ， 
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Trp? <1 (1.4.40) 
等 号 是 纯 态 , 其 他 则 为 混合 态 。 态 密度 算 符 的 动力 学 演化 满足 Heisenberg 方程 


n : 3/57 (6, H] (1.4.41) 


其 经 典 对 应 是 本 章 第 三 节 中 的 Liouville Z7 f2 (1.3.4). 
2. 力学 量 的 热力 学 平均 值 


用 态 密 度 算 符 ， 物 理 量 在 量子 态 上 的 期 待 值 和 热力 学 的 平均 值 形 式 一 样 ， 例 
On, 前面 讨论 过 的 Boltzmann 态 密度 量子 化 后 变 为 算 符 


NU 


Z = Trep 是 配 分 函数 ， 物 理 量 的 热力 学 平均 值 和 方程 (01.4.33) 有 同样 形式 ， 即 
Â = T. pÀ. 
作业 1.4 RERA T 时 谐振 子 能 量 的 平均 值 ， 谐 振子 Hamilton 算 符 


H = en (a! a+ z) 
2 
lâ, ât] = 1 


á'à|n) = n|n) 
1.4 ”量子 力学 中 的 规范 变换 


我 们 先 给 出 规范 变换 的 一 般 性 表述 : 假定 一 普遍 的 含 时 乏 正 算 符 Ôt) 作用 在 
含 时 Schrödinger 方程 上 ,立即 得 到 在 新 规范 下 形式 不 变 的 Schrödinger 方程 


Ld = H'(t)|v^) (1.4.43) 
其 中 
ly’) = Ü(t)|v) 
和 
H'(t) = ÜHÜ! — np PU (1.4.44) 


则 分 别 是 新 规范 中 的 态 矢 和 Hamilton 算 符 。 对 于 U (1) 规范 变换 ( 见 本 书 第 2 3€), 
把 乏 正 算 符 的 具体 形式 代入 H'(t) 的 普遍 表达 式 , 则 可 证 明 , Hamilton 算 符 的 变换 
和 电磁 场 理论 中 的 规范 变换 完全 一 致 。 


14 量子 力学 的 逻辑 体系 '.19. 


1.4.7 量子 -经 典 对 应 和 经 典 极限 
1. 量子 -经 典 对 应 
量子 -经 典 对 应 (quantum-classical correspondence) 和 量子 力学 的 经 典 极限 是 
从 量子 力学 建立 时 起 就 引起 极 大 关注 的 问题 , 现在 , 这 一 问题 的 研究 已 不 仅仅 具有 
理论 意义 , 且 可 产生 技术 应 用 。 量子- 经 典 对 应 有 两 种 描述 : 
(1) 大 量子 数 极限 下 , 量子 理论 和 经 典 理 论 趋 于 一 致 , 在 这 种 情况 下 Planck 常 
量 和 量子 数 的 取 值 相 比较 可 忽略 不 计 , 若 对 量子 力学 方程 取 极 限 & 0, 则 退化 为 
经 典 方程 。 
(2) 在 宏观 量子 态 上 , 力学 量 算 符 期 待 值 的 时 间 演 化 和 经 典 动力 学 方程 完全 一 
致 , 如 力学 量 算 符 4 的 Heisenberg 方程 为 
ud ox. 2x2 
ih A = (A, f (1.4.45) 
在 宏观 量子 态 (满足 测 不 准 关 系 的 最 小 偏差 ) 上 的 期 待 值 和 经 典 方程 形式 一 样 。 谐 
振子 相干 态 和 自 旋 相 干 态 都 是 宏观 量子 态 的 例子 。 自 旋 -3 相干 态 及 量子 -经 典 对 
应 在 本 书 第 3 章 中 论述 , 而 高 自 旋 相干 态 则 在 第 5 章 讨论 。 
作业 1.5 证 明 谐 振子 相干 态 上 坐标 和 动量 算 符 的 期 待 值 时 间 演 化 方程 和 经 
典 方 程 形式 完全 相同 。 
提示 : 已 知 谐振 子 相 干 态 为 


ala) = ala) 
la) = x ie In) 
Hamilton 算 符 可 用 无 量 纲 的 坐标 和 动量 表示 为 
H= E + p’] 
对 易 关 系 是 [25] =i 


^ 


1 
i (à — à!) 


T i a at eel) 
一 Aor ) p= J 
相应 的 经 典 Hamilton 量 是 


Hamilton 方程 为 
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经 典 Hamilton 量 中 的 万 只 是 一 表示 量 纲 的 常数 , 和 量子 化 无 关 。 
2. Schrödinger 方程 的 经 典 极限 和 流体 力学 方程 一 一 Bohm 隐 和 参数 理论 


把 波 函 数 看 作 隐 参数 (hidden variable), 其 满足 的 是 Schrödinger 方程 , 波 函数 
可 被 因 式 化 成 振幅 和 相位 
v(x) = A(a)ek S0 (1.4.46) 
代入 Hamilton 算 符 是 


"es P 
H = 一 -一 
V* --V(a) 


的 含 时 Schrödinger 方程 ,得 到 实 部 和 虚 部 分 别 满足 的 方程 为 
ƏS (VSP y, M VA 


Ot 2m 2m A eg 
mo +VA-VS + Svs =0 (1.4.48) 
V 表示 势 函 数 。 几 率 密度 和 几率 流 密度 分 别 是 
p= |p|? = A? 
J = p= 
Jj FE (1.4.48) 则 变 为 连续 性 方程 
+V.J=0 (1.4.49) 
再 定义 流速 度 
uci 
p 
对 方程 (1.4.47) 求 梯度 则 得 到 熟悉 的 动力 学 方程 
dv 
m= =-V(V +Q) (1.4.50) 
其 中 
V24 
= 


称 为 量子 势 , 方程 (1.4.49) 和 方程 (1.4.50) 又 称 为 Schródinger 方程 的 流体 力学 形 
Tus 

经 典 近似 : h = 0, 即 Q = 0, 方程 (1.4.50) 则 变 为 和 Newton 方程 的 形式 完全 
相同 。 
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量子 势 的 出 现 被 解释 为 量子 力学 的 非 定 域 性 ， 因 为 流速 度 不 仅 由 局 域 势 场 V 
确定 而 且 依赖 存在 于 整个 空间 的 波 函 数 。 


3. WKB 近似 


Wenzel, Kramers 和 Brillonin 提出 了 一 个 解 Schrödinger 方程 的 准 经 典 近 似 方 
ik. BRA WKB 近似 。 考虑 一 维 空间 情况 , 能 量 为 E 的 定 态 解 记 为 


S(x) = W (z, E) — Et 
则 流体 力学 方程 (1.4.47) 和 方程 (1.4.48) 可 约 化 为 


W’? —2m(E—-V)- pi (1.4.51) 
2A'W' + AW" =0 (1.4.52) 
其 中 e 表示 空间 导数 , 例如 w = TO, AFA (1.4.52) 可 得 到 关系 式 
A-W'-i 


代入 方程 (1.4.51) 则 有 
3 (w^ 


W? —2m(E — V) + hi? |*( j? 一 Ip 
7 4 W' 2 W' 


(1.4.53) 
W 按 h KERER 
W = Wo + hiWi 4 --- 
RAER, 只 取 零 阶 即 WKB 近似 
Wo = V2mlE — V (x)] 
代入 方程 (1.4.46), 得 到 WKB 近似 波 函 数 是 


— — Ê e$f V2mlE-V(z)]dzr 
Y mE VÆ e (1.4.54) 
其 中 c 是 适当 的 归 一 化 常数 。 如 果 在 势 人 又 区 域 中 , E < V(z), 量子 隧 穿 率 的 WKB 
因子 (图 1.4.1) 则 为 

F- aTi lis 2m|E-—V (z))dz (1.4.55) 


需要 说 明 的 是 , 方程 (1.4.55) 是 两 简 并 态 之 间 的 共振 隧 穿 率 WKB 因子 , 如 第 5 章 
中 的 双 势 阱 情况 。 若 是 亚 稳 态 的 隧 穿 衰变 即 图 1.4.1 势 又 左边 是 个 亚 稳 态 (参看 
第 5 章 ), 隧 穿 率 公式 (1.4.55)e 指数 上 有 一 因子 “2”. 
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1.41 量子 隧 穿 的 WKB 近似 
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第 2 章 Aharonov-Bohm 效应 、 奇 异 规范 变换 
和 Dirac 磁 单 极 


2.1 电磁 场 中 带电 粒子 的 经 典 动力 学 


众所周知 , 在 经 典 力学 中 只 有 磁场 和 电场 是 基本 物理 量 , 而 矢量 势 和 标量 势 只 
是 理论 计算 中 引出 的 辅助 场 变 量 , 无 直接 的 观察 效应 , 并 且 , 势 函数 并 不 是 唯一 确 
定 的 ， 可 用 规范 变换 改变 。 但 在 量子 力学 Schrödinger 方程 中 却 只 有 势 而 无 场 变 
量 , 1959 年 Aharonov 和 Bohm 提出 一 个 非常 基本 的 问题 , 即 在 量子 力学 中 势 是 比 
场 更 基本 的 物理 量 , 日 在 力 场 为 零 但 势 不 为 零 的 空间 可 有 观察 效应 , PRAIA. 力 
场 为 零 的 纯 规范 势 有 可 观察 的 效应 , 这 就 是 著名 的 Aharonov-Bohm 效应 , 简称 AB 
效应 。 更 具体 地 说 ， 又 可 分 为 矢 势 和 标 势 AB 效应 。AB 效应 有 极 重要 的 基础 理论 
意义 和 技术 应 用 价值 , 它 是 Dirac 磁 单 极 的 理论 基础 , 超导体 Josephson 隧道 结 宏 
观 量 子 隧 穿 的 核心 , 并 产生 了 超 导 量 子 干 涉 仪 。 20 世纪 80 年 代 发 展 的 介 观 物理 起 
源 于 介 观 环 中 的 电流 振荡 , 是 AB 效应 的 直接 应 用 。 直到 今天 , 介 观 输 运 和 AB di 
荡 都 是 重要 的 研究 题目 。 我 们 从 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 经 典 运动 方程 着 手 , 指出 局 
域 磁 通 的 矢 势 在 带电 粒子 拉 氏 量 中 产生 一 Wess-Zummino 拓扑 相互 作用 项 ,在 量 
子 力学 层面 它 既 可 产生 和 经 典 力学 对 应 的 动力 学 效应 , 也 可 有 纯 拓扑 相位 效应 , 后 
者 正 是 Wilczek 任意 子 的 量子 力学 模型 。 

我 们 从 经 典 力 学 正则 方程 出 发 , 强调 经 典 - 量 子 对 应 , 为 此 , 考虑 质量 为 m. E 
HA q 的 带电 粒子 在 电场 强度 为 五 、 磁 感应 强度 为 B 的 电磁 场 中 运动 。 其 经 典 运 
动 方程 是 


d?r dr 


显然 方程 中 只 有 场 变量 , 没有 势 。 为 得 出 量子 -经 典 对 应 , 我 们 给 出 相应 的 正则 变量 
和 正则 方程 。 容 易 验 证 ,系统 的 拉 氏 量 是 


2 
Gir A t= 5 ($) — qÀo + TA. Lia (2.1.2) 


其 中 , 时 空 函 数 A, Ao 分 别 是 电磁 场 的 矢量 势 和 标量 势 


B-VxA, Xni ice 


Sa (2.1.3) 
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作业 2.1 验证 拉 氏 量 (2.1.2) 的 正确 性 , 把 拉 氏 量 代 入 拉 氏 方程 (1.1.7)( 相 应 
的 空间 三 维 形式 ), 应 得 到 运动 方程 (2.1.1)。 


2.1.1 ”正则 动量 和 力学 动量 
正则 动量 根据 定义 是 ， 


P= VvL = mv 十 “A (2.1.4) 
从 而 得 到 这 一 系统 的 Hamilton 量 


2 
H -p-v-L- z—(p- tA) + qÀo (2.1.5) 


2m 


这 里 v = dr/dt 是 粒子 速度 


力学 动量 是 


(2.1.6) 
up Fs APRES tu: VA + Žu x V x A- qVAo 


其 中 符号 
Vp =e +e Ed +e EUN 
T * Op, " Op, * Op, 
显然 , 拉 氏 量 、Hamilton 量 和 正则 运动 方程 中 , 原则 上 只 显 含 矢量 势 A 和 标量 势 
Ao. 研究 量子 -经 典 对 应 , 应 从 正则 方程 着 手 。 强调 这 一 点 至 关 重 要 , 从 正则 方程 出 


发 , 我 们 才 可 以 看 到 量子 与 经 典 之 间 的 一 一 对 应 。 
2.1.2 规范 变换 


当然 , 在 经 典 力学 中 ， 电 磁场 的 矢量 势 A 和 标量 势 Ao 仅 是 辅助 变量 而 非 直 
接 的 物理 观测 量 ， 且 它们 不 是 唯一 确定 的 , 我 们 总 可 以 通过 某 种 变换 找到 一 组 新 
的 矢量 势 A 和 标量 势 4o， 并 保证 电场 和 磁场 强度 不 变 。 这 种 最 早 在 电磁 场 理 论 
中 引入 的 变换 称 之 为 规范 变换 。 在 本 书 的 第 1 章 中 我 们 已 引入 一 个 广义 规范 变换 ， 
即 在 拉 氏 量 中 加 一 任意 时 空 函数 的 时 间 全 导数 ，Newton 运动 方程 不 变 。 我 们 来 证 


2.0 ”带电 粒子 在 局 域 磁 通 和 失势 场 中 的 经 典 动力 学 . 25 . 


HA, 该 广义 规范 变换 在 电磁 场 情况 下 就 是 通常 定义 的 规范 变换 。 为 此 , 我 们 在 方程 
(2.1.2) 的 拉 氏 量 中 加 一 任意 时 空 函数 的 时 间 全 导数 , 在 新 规范 中 拉 氏 量变 为 


qdf ,  gÓf | adr 


Deaqpebpl- Up toa vd 
=5m (£) — qAL + ZA. T (2.1.7) 
运动 方程 当然 是 规范 变换 不 变 的 。 这 里 
A'— AM Vf (2.1.8) 
" 10f 
Ay = Ao - 23; (2.1.9) 


分 别 是 新 规范 下 电磁 场 的 矢量 和 标量 势 , 这 正 是 通常 电磁 场 理 论 中 的 规范 变换 , 电 
场 强度 E 和 磁感应 强度 B 在 规范 变换 下 不 变 。 在 新 规范 下 正则 动量 变 为 


P = V,L' = mv 十 i (2.1.10) 
而 粒子 的 力学 动量 mw 是 规范 不 变 的 。 容 易 验证 
, 10A | 10A 
B=-VAy -zg = V407 3; (2.1.11) 
B-VxA'-VxA (2.1.12) 
mv =p 一 TA =p- ta’ (2.1.13) 


2.2 ”带电 粒子 在 局 域 磁 通 矢 势 场 中 的 经 典 动力 学 


Aharonov 和 Bohm 在 他 们 论述 AB 效应 的 著名 文章 中 考虑 带电 粒子 在 一 无 限 
长 通电 螺 线 管 外 运动 , 在 这 一 区 域 磁场 为 零 , 但 有 非 零 的 矢 势 , 因而 , 任何 依赖 于 
螺 线 管内 总 磁 通 的 观测 效应 都 可 看 成 是 由 矢量 势 引 起 的 , 这 当然 是 矢 势 AB 效应 。 
因为 系统 有 沿 螺 线 管 轴 向 的 平移 不 变性 ， 所 以 我 们 只 需 考 虑 粒子 在 垂直 于 螺 线 管 
轴线 的 平面 内 的 运动 。 


2.2.1 局 域 磁 通 的 矢 势 和 多 连通 空间 拓扑 流 形 


我 们 考虑 的 组 态 空间 是 一 个 有 了 筷 的 二 维 平面 , 它 和 圆 环 (S') 是 拓扑 等 价 的 
(homoeomorphic)， 称 为 拓扑 流 形 (topological manifold). 因为 它 没有 原点 , 不 能 定 
MERE, 也 不 存在 一 常数 矢量 场 , 因而 不 具备 线性 空间 结构 ,类 似 的 流 形 例子 是 
球面 (S7), 它 是 Dirac 磁 单 极 理论 的 空间 。 流 形 


M =R? -A [2.2 1j 
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是 路 径 连通 , 且 是 多 连通 空间 。 有 公共 端点 的 
1 5 ”任意 两 路 径 可 经 连续 变化 重合 在 一 起 的 , 称 为 
单 连通 空间 ， 否 则 为 多 连通 空间 。 如 图 2.2.1 
所 示 , 分 别 绕 过 孔 A 两 边 的 路 径 1 和 2 就 不 
©) 可 能 重合 。 我 们 将 会 看 到 , 正 是 多 连通 空间 提 
供 了 存在 分 数 角 动量 和 任意 子 统计 的 可 能 性 。 
局 域 于 A 内 和 平面 垂直 的 线 磁 通 6 在 流 
形 M 内 的 磁场 强度 为 零 , 但 势 不 为 零 。 在 以 
图 2.2.1 多 连通 空间 线 磁 通 位 置 为 原点 的 直角 坐标 系 内 ， 矢 势 A 
的 表达 式 为 


G 
— 2n(z? + ya) Tov me Yer) (2.2.2) 


其 中 , er, e, 分 别 是 z, y 方向 的 单位 矢量 。 在 平面 极 坐 标 内 


ó 


r= Vere 

e, 是 极 角 方 向 的 单位 矢量 。 很 容易 证 明 , 除 原点 外 磁场 为 零 
VxA=0, r>0 
原点 是 奇 点 。 
2.2.2 ”局 域 磁 通 引出 的 拓扑 相互 作用 项 : Wess-Zumino 项 
电荷 为 e 的 带电 粒子 在 磁 通 线 矢 势 场 中 的 拉 氏 量 可 表示 为 

L = Lo + Lwz (2.2.4) 

其 中 


是 自由 粒子 拉 氏 量 。 而 磁 通 引起 的 相互 作用 项 Lwz 具有 规范 变换 的 形式 , 但 不 是 
规范 变换 ,， 称 为 Wess-Zumino 项 ,可 表示 为 

_eA dr e5dp 
其 中 , o 是 角度 , 不 是 一 个 正规 函数 , 因此 Lwz 不 是 一 个 正规 函数 的 时 间 全 导数 ， 
作用 量 
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Swz ~ i dy 
不 可 积 , 称 其 为 Wess-Zumino 拓扑 相互 作用 项 。 用 微分 几何 的 语言 , 在 流 形 M 上 
的 微分 一 次 式 (one form)dy 是 封闭 的 (closed), 因为 微分 二 次 式 (two-form) A 
ddy = 0 


即 磁场 是 零 , 但 dp 不 是 一 个 函数 的 全 微分 (o. 本 身 不 是 个 函数 )， 因 而 不 可 积 , 是 
非 确定 的 (not exact)。 量 子 力 学 中 ，Wess-Zumino 拓扑 相互 作用 项 仍 可 产生 观测 效 
应 , Bl AB 效应 , 或 者 拓扑 效应 , 这 已 是 众所周知 的 事实 。 我 们 的 问题 是 ， 从 经 典 
力学 的 观点 来 看 ， 局 域 在 A 内 的 磁 通 能 否 对 M 区 域 的 带电 粒子 产生 影响 ? M 内 
磁场 为 零 ， 虽 不 可 能 对 带电 粒子 产生 作用 力 , 但 


$= j A - dl (2.2.6) 


是 规范 变换 不 变量 , 应 有 物理 效应 , 例如 ,可 影响 经 典 解 的 初 条 件 。 而 粒子 的 运动 
状态 是 由 运动 方程 和 初 条 件 共同 决定 的 。 


2.2.3 Wess-Zumino 项 的 经 典 效应 


为 论述 拓扑 相互 作用 项 的 经 典 效应 , 我 们 考虑 一 个 理想 模型 , 即 带 电 粒 子 被 约 
东 到 一 半径 为 R 的 光滑 环 上 。 拉 氏 量 则 变 为 


2 
L- Ti (+) + Lwz (2.2.7) 
我 们 选 角度 yp AY MAB be, WME HHTH E E U £8 27] E 
__ L _ de 
L, = B(dc/dB ^ [ER (2.2.8) 
( 定 轴 转 动 角 动 量 ,下 标 表示 转轴 是 z 轴 ) 其 中 
n = It (2.2.9) 
是 具有 和 角 动 量 量 纲 的 数 
I = mR? 
是 转动 惯量 。Hamilton HÆ 
H- E =n (2.2.10) 


21 
正则 方程 为 
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dp _ ôH  L.—-m 
dt OL, I 
dL. — _ OH 


一 2.2.12 
dt E"! =" ( ) 


角 动 量 是 守恒 量 。 我 们 由 初 条 件 的 选取 可 得 到 两 类 解 。 
1. 解 一 : 磁 通 引起 的 力学 角 动 量 改 变 


正则 方程 (2.2.12) 表示 正则 角 动 量 守 恒 , 我 们 可 选 正则 和 角 动 量 为 零 , 即 L, = 0, 
而 力学 角 动 量 可 由 正则 方程 (2.2.11) 得 到 


(2.2.11) 


do 
ht = Tar = 一 (2.2.13) 


该 解 从 经 典 力学 的 观点 很 容易 理解 ， 固 定 磁 通 的 矢 势 虽然 对 粒子 没有 作用 力 ,但 
当 磁 通 建立 时 ， 感 生 的 电场 对 带电 粒子 有 一 力矩 作用 ， 从 而 改变 初始 条 件 。 因 为 
力学 角 动 量 的 变化 等 于 力矩 冲 量 , 假定 磁 通 在 T 时 间 内 由 零 变 为 o, 即 8(0) = 0, 
ST) = o, 很 容易 计算 力学 角 动 量 的 变化 , 结果 是 


T Pia? 
torf cpdt= -eR [ 15 rd dt = ——- | O at = t = -n (2.2.14) 
引入 磁 通 量子 单位 
by = — (2.2.15) 
则 力学 角 动 量 可 表示 为 
LE = —ho (2.2.16) 
其 中 
| 
Er" 


是 一 无 量 纲 常 数 , 表示 以 磁 通 量子 单位 计量 的 磁 通 量 。 依 赖 于 磁 通 的 力学 角 动 量 有 
完全 明确 的 物理 意义 , 是 纯 力学 效应 。 当 然 , 带电 粒子 的 固定 力学 角 动 量 解 在 经 典 
力学 中 是 不 稳定 的 , 由 于 向 心 加 速度 存在 , 会 产生 辐射 场 , 带电 粒子 的 匀速 圆周 运 
动 会 被 辐射 阻尼 。 

2. 解 二 : 磁 通 引起 的 正则 角 动 量变 化 

我 们 当然 也 可 选 


即 力学 角 动 量 为 零 , 由 正则 方程 (2.2.11) 得 到 正则 角 动 量 为 


L,-5-2ah (2.2.17) 
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这 一 解 的 物理 意义 也 很 清楚 , 带电 粒子 是 在 磁 通 建立 后 才 放 置 在 光滑 环 上 , 未 受到 
感 生 电场 的 作用 。 因 正则 角 动 量 在 经 典 力学 中 并 不 对 应 力学 观察 量 , 单 从 裸 粒 子 观 
Ao 非 零 的 正则 角 动 量 在 经 典 力学 中 的 意义 并 不 清楚 , 但 从 场 论 的 角度 ,作业 2.2 
的 结果 显示 , 在 这 种 情况 下 , 正则 角 动 量 事实 上 等 于 磁 通 在 运动 的 带电 粒子 电场 中 
Bp Est. X AS. 在 量子 力学 中 两 种 经 典 解 都 有 其 对 应 物 , 而 且 都 有 明 
确 的 物理 意义 及 观察 效应 。 

作业 2.2 ”考虑 在 光滑 圆 环 上 运动 的 带电 粒子 , 磁 通 不 随时 间 变 化 。 

(1) RKR AY A A oh 

(2) 求 粒子 旋转 一 周 后 , 磁 通 的 标量 势 AB 相位 , AA RAR 
矢量 势 AB 相位 比较 。 

提示 : 把 磁 通 看 成 小 磁 算 的 登 加 延展 , 在 相对 粒子 运动 的 坐标 系 中 , 磁 矩 感受 
到 一 磁场 。 


2.3 拓扑 相互 作用 项 的 量子 力学 效应 : Aharonov-Bohm 效应 


2.3.1 ”量子 力学 中 的 规范 变换 一 一 U(1) 规范 变换 


我 们 已 经 论证 , 局 域 磁 通 虽然 对 带电 粒子 无 力 的 作用 , 但 拉 氏 量 中 出 现 一 个 拓 
扑 相互 作用 项 , 正则 方程 可 有 两 类 解 , 分 别 是 非 零 的 力学 和 正则 角 动 量 , 我们 来 看 量 
子 力 学 中 的 对 应 解 及 其 观测 效应 , 为 此 , 先 给 出 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 Schródinger 
方程 和 规范 变换 , 用 第 1 章 中 的 记号 , 含 时 Schrodinger 方程 
ince = Hv 
Hamilton 算 符 的 一 般 形 式 是 
2 
| oe (Fv -£a) + eAo (2.3.1) 


~ Im Vi 
量子 力学 中 , 带电 粒子 和 电磁 场 相 互 作用 规范 变换 乏 正 算 符 的 形式 是 
Ü(t) = efft) (2.3.2) 


HF, f(r, t) 是 一 时 空 函 数 ， 这 一 形式 的 规范 变换 称 为 U(1) 变换 , 第 1 章 方程 
(1.4.43) 在 坐标 表象 中 是 有 

ine = H'y)' 
新 规范 中 Hamilton 算 符 (第 1 章 方程 (1.4.44)) WEA 


2 
Duc fulta. eA) (2.3.3) 
C 
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我 们 得 到 在 新 规范 中 的 矢 势 
4'=4+VHF (2.3.4) 
和 标量 势 af 
Ab = Ao — = (2.3.5) 
这 正 是 电磁 场 的 规范 变换 。 
波 函 数 的 变换 是 
y' = e ESY (2.3.6) 
能 量 本 征 方程 Hv = Ew 和 本 征 值 E 只 在 不 含 时 的 规范 变换 下 不 变 
Hy = Ew’ (2.3.7) 
其 中 U(1) ZERAN 
Û = e¥f(") 
中 的 规范 函数 不 显 含 时 间 
= 
Ot — 
因而 
H' = = Gv 一 Z9 + eAo (2.3.8) 


2.3.2 RAS AB 效应 : 一 个 最 简单 的 拓扑 场 论 模型 


有 局 域 磁 通 e 穿 过 圆心 ,半径 为 R 的 光滑 圆 环 上 带电 粒子 (Bl 2.2.3 节 中 讨 
论 的 “toy” 模 型 ) 的 定 态 Schródinger 方程 


(x z a) e Ey (2.3.9) 
的 解 ,根据 波 函 数 单 值 性 要 求 ， 显 然 是 
Yn = -二 sw (2.3.10) 
对 应 的 正则 角 动 量 本 征 值 
le — nh (2.3.11) 
是 整数 量子 化 的 ,n 是 整数 。 能 量 本 征 值 为 
E, = Pn ar (2.3.12) 
力学 角 动 量 为 


lk = (n — a)h (2.3.13) 


2.3 ”拓扑 相互 作用 项 的 量子 力学 效应 : Aharonov-Bohm 效应 - 31. 


该 解 显然 是 经 典 解 一 的 量子 力学 对 应 , 力学 角 

动量 依赖 磁 通 w， 原 因 和 经 典 解 释 完全 一 样 ， 

是 磁 通 建立 时 感 生 电 场 作用 的 结果 。 然 而 , 无 

经 典 对 应 的 新 奇 结果 是 当 o 为 整数 时 ， 即 磁 

通 是 量子 单位 的 整数 倍 时 , 能 谱 和 自由 转子 完 

全 一 样 。 整 数 磁 通 不 引起 任何 量子 观察 效应 ， 
这 种 现象 早已 被 Dirac 注意 到 , 并 据 此 推出 了 “图 23.1 拓扑 量子 数 不 同 的 简 并 基态 
磁 单 极 概念 。 能 谱 随 磁 通 的 变化 如 图 2.3.1 所 

示 , 该 系统 存在 无 穷 多 的 简 并 基态 , 不 同 基态 动力 学 上 完全 等 价 , 区 别 仅仅 是 拓扑 
量子 数 不 同 , 这 是 一 个 最 简单 的 拓扑 量子 场 论 模型 。 


2.3.8 Dirac 不 可 积 相 因子 ——— AB 相位 


一 个 十 分 有 趣 而 且 具 有 根本 性 的 问题 是 ， 何 为 经 典 解 二 的 量子 力学 对 应 ? 为 
此 ， 我 们 采用 Dirac 在 他 著名 的 论证 磁 单 极 的 论文 中 首次 引入 的 不 可 积 相 因子 概 
含 。 有 矢 势 的 Schrödinger 方程 


E (6 = fa) v = Ey (2.3.14) 


2m 
的 形式 解 可 写 为 | 
y = e J Ad (2.3.15) 
其 中 , vo 满足 自由 粒子 Schródinger 方程 


p? 
277 Uo = Evo (2.3.16) 


vo 前 的 “e” 指 数 相 因子 是 依赖 路 径 的 不 定 积分 , PRA Dirac 不 可 积 相 因子 。 应 该 
特别 强调 的 是 w 和 纱 之 间 绝 非 一 规范 变换 , 因为 相 因 子 依 赖 积 分 路 径 , 而 不 是 一 
正规 函数 , 换 句 话说 

Az Vf 


其 中 , f 是 空间 坐标 的 函数 。 对 于 我 们 的 局 域 磁 通 情况 ,在 流 形 M 上 , 矢量 势 在 
平面 极 坐标 中 是 
A = Le, (2.3.17) 


形式 解 变 为 

Y = vel? J de (2.3.18) 
该 相 因 子 只 有 限制 在 固定 的 路 径 同 伦 类 (homotopy class) 内 才 有 确定 的 值 ( 见 2.4 
节 )。 我 们 再 次 看 到 ， 相 因子 是 一 个 封闭 的 但 非 确定 的 微分 一 次 式 的 积分 ， 源 于 
Wess-Zumino 拓扑 相互 作用 项 , 称 为 拓扑 相 因 子 。 
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2.3.4 AB 相位 干涉 : 拓扑 效应 


我 们 用 一 理想 实验 来 解释 AB 相位 干涉 , 假设 电子 枪 出 来 的 电子 可 经 路 径 vi 
和 v» 到 达 屏 上 的 某 点 (图 2.3.2). 


图 2.3.2 AB 相位 干涉 


到 达 屏 上 的 波 函 数 是 v, 和 wo HRED 
p ~ pi d qoo = es fi Ado 4 ete Ja Alio — eli f, Adl + eiat) (2.3.19) 
其 中 , wo, 表示 无 磁 通 时 的 波 函数 。 到达 屏 上 的 电子 概率 是 


IVI* = wi + ol? + yi yee + ypyg" emi? (2.3.20) 


AB 相位 干涉 的 第 一 个 实验 发 表 于 20 世纪 60 ER, 但 有 漏 磁场 存在 的 争议 。 
日 本 日 立 公 司 Tonomura RES FT CEP BOR. 用 超导体 屏蔽 了 磁 通 , 无 争议 地 
实现 了 AB 相位 干涉 实验 。 图 2.3.3 是 其 实验 装置 原理 图 和 干涉 条 纹 的 激光 全 息 照 
Hr, 电子 枪 射 出 的 电子 被 分 成 相干 的 两 束 , 分 别 从 包含 磁 通 的 超 导 环 的 内 和 外 两 边 


通过 , 并 使 其 干涉 。 由 于 超导体 内 磁 通 是 量子 化 的 , 磁 通 量子 单位 是 
ch 


e* 


$0 = 


2.3.8 Tonomura 实验 


2.3 ”拓扑 相互 作用 项 的 量子 力学 效应 : Aharonov-Bohm 效应 “8S. 


其 中 , 超 导 粒 子 电荷 是 二 倍 电子 电荷 e* = 2e。 通 过 磁 环 内 外 的 电子 波 干涉 条 纹 有 
半 个 位 移 ， 说 明 环 内 的 磁 通 是 奇数 个 5, 相当 于 a = 1/2. 


2.3.5 Josephson 效应 一 -一 标量 势 AB 相位 


在 超 导 环 路 中 加 一 绝缘 薄 层 称 为 Josephson 隧道 结 , 即使 外 加 直流 电压 远 低 于 
eG Fe FA, 仍 可 有 电流 通过 且 电 流 随时 间 往 复 振 荡 , 称 为 Josephson 效 
应 。 我 们 给 出 一 简单 的 理论 分 析 ， 则 在 说 明 ， Josephson 效应 实质 上 是 标量 势 AB 
相位 产生 的 宏观 量子 效应 。 假设 隧道 结 是 一 厚度 为 2a KAS, 如 图 2.3.4 所 示 , 其 
两 边 的 超 导 态 序 参数 (宏观 波 函 数 ) 是 复 标量 场 , 其 一 般 形式 可 写 为 


wy = Wilet, wv$- ve^ (2.3.21) 
隧道 结 内 是 如 图 2.3.4 所 示 的 衰减 波 
Vic ce Fm, wa ~ coe (r7) (2.3.22) 
在 +a 处 连续 性 边界 条 件 要 求 
cl =e, co = gió: (2.3.23) 
其 中 012 完全 是 由 超 导 的 复 序 参数 ^ 引出 的 常数 相位 。 结 内 的 总 波 函 数 是 
Y = pi + v» (2.3.24) 
通过 结 的 电流 密度 , 根据 定义 是 
J- gs Vy — V VV*] = Josinó (2.3.25) 
其 中 
6 — 6, — 65 (2.3.26) 
绝缘 层 


图 2.3.4 Josephson 效应 
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电流 随 相 位 差 变化 , 称 为 直流 Josephson 效应 。 
当 加 上 直流 电源 时 , 超 导 粒 子 感受 到 一 标量 势 , 而 电场 为 零 , 解 含 时 Schrödinger 
方程 ,隧道 结 两 边 的 序 参数 分 别 增 加 一 标量 势 引起 的 含 时 相 因 子 


V1.2 


eie rt (2.3.27) 


Vio 是 隧道 结 两 边 超 导 粒 子 感受 到 的 标量 势 , 同样 由 na 处 连续 性 边界 条 件 要 求 ， 
隧道 结 中 的 衰减 波 附加 一 含 时 相位 


01(t) = 6; + T 
O(t) = 02 + a 1j (2.3.28) 
是 标量 势 产生 的 相 因子 , 即 标量 势 AB AAT, 而 
Vey 
是 环 路 中 的 直流 偏 压 。 通过 结 的 电流 密度 则 变 为 
J = Josin6(t) (2.3.29) 
由 标量 势 产生 的 相位 差 是 
O(t) = 01 (t) — 02(t) = 0 + ar (2.3.30) 
电流 振荡 频率 是 
w= did (2.3.31) 
称 为 交流 Josephson 效应 。 


2.3.6 ” 超 导 量 子 干 涉 仪 原理 AB 拓扑 相位 干涉 


利用 Josephson 效应 可 以 做 成 超 导 量 子 干 涉 仪 ,用 以 测量 微弱 磁场 ， 图 2.3.5 


为 其 示意 图 。 
环 路 上 有 两 个 Josephson 结 a M b, H 


a 通 穿 过 环 路 包围 的 空间 时 , a 和 隧道 结 的 波 
函数 相 因 子 差分 别 变 为 | 


其 中 ,a = " Wü d- ^ 是 超 导 磁 通 量子 单 


| b 位 ,由 于 磁 通 存在 , 波 函 数 多 了 一 个 AB 相 因 
23.5 超 导 量子 干涉 仪 原理 图 P, 通过 仪器 的 总 电流 为 通过 ab 结 的 两 电流 
ZR: 


J = Ja + Jp = Jo[sin(0 + na) + sin(@ 一 Ta)] = 2Jo sin 8 cos( na) (2.3.32) 


23 拓扑 相互 作用 项 的 量子 力学 效应 : Aharoriov-Bohm 效应 . 35. 


超 导 量 子 干涉 仪 的 原理 是 基于 矢量 势 AB 相位 。 因为 电流 是 宏观 观测 量 , 这 是 一 个 
宏观 量子 相干 效应 。 


2.3.7 ”分 数 (正则 ) 角 动 量 和 任意 子 


20 世纪 80 年 代 初 ，Wilczek 提出 了 一 个 极 具 创新 意义 的 概念 ， 即 除 整数 自 旋 
Bose 子 、 半 整数 自 旋 Fermi 子 外 , 还 可 存在 任意 自 旋 粒 子 , 称 之 为 任意 子 。 任意 子 
角 动 量 是 介 于 整数 和 半 整 数 之 间 的 任意 分 数 。 三 维 以 上 空间 , 角 动 量 本 征 值 只 能 取 
整数 或 半 整 数 , 这 完全 由 角 动 量 算 符 的 对 易 关 系 , 或 者 9U(2) 群 不 可 约 表示 确定 ， 
但 二 维 空间 角 动 量 算 符 只 有 一 个 分 量 , 不 能 对 本 征 值 有 任何 限制 , 量子 化 的 角 动 量 
本 征 值 谱 可 平移 一 任意 常数 。 事 实 上 , 只 有 在 二 维 多 连 通 空间 , 分 数 角 动 量 才 有 可 
能 。 我 们 已 看 到 , 带电 粒子 和 磁 通 复合 系统 的 角 动量 依赖 磁 通 , 可 以 是 任意 值 。 但 
非 整 数 角 动量 谱 可 以 是 正则 和 力学 角 动 量 两 种 情况 。 磁 通 依赖 的 力学 角 动 量 


IK = (m — a)h 


没 任何 奇异 之 处 , 如 前 所 述 , 其 力学 原因 有 明确 的 经 典 解释 。 波 函数 是 周期 的 , 在 


2x 旋转 下 不 变 , 而 正则 角 动 量 谱 是 整数 ， 
If = mh (2.3.33) 


z 


1. 定 轴 转 动 么 正 算 符 
在 量子 力学 中 , 正则 角 动 量 算 符 才 是 空间 旋转 生成 算 符 。 BBS n 轴 的 转动 


y(x + Az) -v(z) + Ax - VL) = (1+ Az- Vv(z) = (1 + ~ Az p) w(x) 


= (1+ bain x2): p) vn = (1+ {avn (æ x #)) ve) 


= ( 十 z Aen : i) w(x) (2.3.34) 
其 中 使 用 了 等 式 (图 2.3.6) 
Az = Ayn xz 
有 限 转动 
y= lim NA 
Son 
么 正 算 符 是 


N | 
U(y) = Jim lI ¢ + Ayn i) = enerl (2.3.35) 
Ay—0i=1 
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2.3.6 5€ n 轴 的 转动 


2. 任意 子 波 函数 及 空间 旋转 特性 
在 平面 极 坐 标 中 ,wo 满足 的 Schrodinger 方程 


lee E” 
"om wo = Evo (2.3.36) 

dd n/a 18 #1 @ 
Ba E -12 aga) wes (2.3.37) 

角 动 量 本 征 态 是 

Wm = Jas Fire (2.3.38) 
分 数 角 动量 只 能 针对 于 正则 角 动 量 而 言 , 为 此 , 我 们 考查 前 面 讨 论 过 的 AB 相位 态 
| yen) = Re d (2.3.39) 


其 角度 部 分 不 是 函数 , 因为 相 因子 不 可 积 , 但 它 是 正则 角 动 量 算 符 的 本 征 态 , 因为 
联络 微分 一 次 式 (参看 第 1 章 的 定义 ) 


QDo 
是 封闭 的 , 即 微分 二 次 式 为 零 (无 电磁 场 ) 
dw — 0 
但 不 是 确定 的 , 即 它 不 能 表示 为 一 函数 的 微分 
wzdf 


其 中 f 表示 一 正规 函数 , 换 句 话说 , 联络 微分 一 次 式 没有 确定 的 积分 。 事 实 上 


2.4 多 连通 空间 量子 力学 , 纤维 从 ，AB 相位 的 几何 意义 .87- 


Lv? = (m+ ajay? (2.3.40) 
正则 角 动 量 谱 是 
If = (m+ a)h (2.3.41) 
AB 相位 态 在 空间 旋转 2x 时 变 为 
O(2n) bh) = virg (e + 2n) = vg (ye (2.3.42) 


车 a = BH, AB 相位 态 在 2n 转动 下 不 变 号 , 是 Bose T; H a = FBR, AB 相 
位 态 在 Qn 转动 下 变 号 , 是 Fermi T; 其 他 任意 值 情 况 , 即 Wilczek 任意 子 。 

关于 AB 相位 态 的 说 明 : 

AB 相位 态 只 在 二 维 多 连 通 空间 一 一 拓扑 流 形 上 有 意义 , 因为 Hilbert 空间 的 
所 有 态 有 共同 的 拓扑 相 因 子 , 虽然 它 不 是 2r 旋转 不 变 的 , 但 不 会 影响 本 征 态 的 正 
交规 一 , 而 任意 态 的 几率 密度 仍然 是 2r 周期 函数 。 


24 多 连通 空间 量子 力学 , AHEM, AB 相位 的 几何 意义 


2.4.1 多 连通 空间 的 基本 群 ,， 纤维 从 


我 们 已 指出 AB 相位 态 不 是 定义 在 通常 实 空间 R^ 的 函数 ,而 只 在 称 为 纤维 
从 的 空间 才 有 定义 。 和 单 连 通 空间 不 同 , 多 连通 空间 M 中 的 路 径 不 是 全 部 等 价 的 ， 
而 存在 路 径 同 伦 类 (homotopy class), 在 同一 类 中 的 路 径 才 是 等 价 的 。 例 如 图 2.4.1 
所 示 的 对 于 参考 点 为 O 的 闭合 路 径 , 可 用 (0) 表示 所 有 不 环绕 A 的 路 径 集合 , 用 
(1) 表示 所 有 逆 时 针 环绕 A 一 次 的 路 径 ，{ 一 1} 代表 所 有 顺 时 针 环 绕 A 一 次 的 路 
径 , 以 此 类 推 {n} 表示 所 有 逆 时 针 环绕 n 次 的 路 径 , 而 (—n) 表示 所 有 顺 时 针 环 
绕 n 次 的 路 径 。{0}, {1}, {一 1},…- 表示 路 径 的 同 伦 类 , 不 属于 同一 类 的 路 径 不 等 
fr. GR, 同 伦 类 有 和 群 结构 , 称 为 多 连通 空间 的 基本 群 m (M)。{0}, {1}, {一 1},…- 
是 这 个 基本 群 ri(M) HICK, 群 表 示 是 整数 集合 Z。 


图 2.4.1 多 连通 空间 路 径 同 伦 类 
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流 形 M 称 为 基 空 间 (是 一 个 拓扑 流 形 ), 而 基本 群 ri(M)( 也 是 一 个 拓扑 空间 ) 
则 是 定义 在 M 上 每 点 的 从 空间 , 存在 由 TOM) 到 M 的 映射 ，M RI (M) 组 成 的 
复合 空间 称 为 纤维 从 , WA M, CHE M 的 全 覆盖 空间 (universal covering space), 
是 一 单 连通 空间 。 我们 已 经 看 到 , 在 多 连通 空间 M 上 可 存在 一 非 通常 函数 的 态 即 
AB 相位 态 (或 者 Dirac 不 可 积 相 因子 态 ), 它 不 是 M 上 的 函数 , 但 在 纤维 从 M ( 坐 
标 为 [gq,n], 其 中 gq 是 基 空 间 点 , 而 n 是 从 上 的 坐标 ) 上 有 确定 的 值 ， 即 只 有 给 出 
积分 的 端点 和 路 径 同 伦 类 数 ， 相 因子 才能 完全 确定 , 换 句 话说 , 它 是 纤维 从 上 的 函 
数 。AB 相位 干涉 则 是 不 同 伦 类 上 的 路 径 相 位 干涉 。 

2.4.2 ”拓扑 相 因 子 的 几何 意义 

我 们 来 解释 拓扑 相 因 子 的 几何 意义 , 为 此 , 假设 在 多 连通 空间 M 每 一 点 4 上 

都 连接 一 个 定 轴 转动 群 

|  S'-(zeC:|z| - 1) 
C 表示 复数 平面 。 其 生成 元 是 e? e S110 < 9 < 2r)， 则 复合 空间 M =M xS! 是 
M 上 的 U(1) 纤维 从 。 如 果 定 义 在 M 上 的 波 函 数 满 足 
V (qe^) = 到 (9)e 

(n 是 整数 ) 则 v 是 M 上 的 函数 。 不 满足 上 述 条 件 的 话 ， 多 连通 空间 就 是 扭曲 的 
(twisted)， 局 域 磁 通 引出 的 荷 电 粒 子 Wess-Zummino 项 使 多 连通 空间 扭曲 , 是 AB 
相位 态 的 几何 意义 。 从 作业 2.2 的 结果 可 看 出 , 空间 扭曲 是 由 运动 的 荷 电 粒子 电场 
和 磁 通 相互 作用 产生 的 。 

二 维 平面 R? KAA N 个 粒子 , 不 允许 任何 两 个 粒子 占据 同一 空间 位 置 。 组 
态 空间 为 有 N 个 洞 的 二 维 平面 记 为 


M = R?/X,---Xy 
其 中 , Xi 是 第 i 个 粒子 的 位 置 。 有 N 个 洞 的 二 维 多 连 通 空 间 基 本 群 是 辨 子 群 
T(M)= Bn 
它 给 出 任意 子 统计 。 


2.5 ”奇异 规范 变换 和 Dirac ME 


2.5.1 Dirac 磁 单 极 


当 磁 通 量 为 整数 个 量子 单位 时 , a = n, 多 连通 空间 扭曲 消除 ，AB 相位 态 变 成 
M 上 的 函数 i 
WaB = Weir? (2.5.1) 
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这 时 ， 量 子 化 磁 通 不 引起 任何 量子 观察 效应 。 而 Yan 和 Uo 之 间 可 看 作 是 一 规范 
变换 , 但 是 规范 函数 存在 奇 点 ， 故 称 为 奇异 规范 变换 。 如 果 把 两 磁极 拉 开 无 限 远 ， 
而 连接 两 磁极 的 奇异 磁 通 线 是 量子 化 的 ，Dirac 认为 可 实现 磁 单 极 ， 因为 奇异 线 无 
观测 效应 。 设 磁 单 极 的 磁 荷 为 g, 在 以 磁 单 极 (我 们 这 里 选 为 磁 北极 ) 为 坐标 原点 的 
球 坐 标 系 中 , 单 极 的 磁场 是 


— ger 


其 中 , e 是 径 向 单位 矢量 , r 是 单 级 到 空间 观测 点 的 距离 , 9 和 > PAIR AMA 
度 角 , es Ale, 是 相应 的 单位 矢量 。 磁 人 荷 的 Gauss 定理 为 


人 由 B-ds = Ang 


sin 0 


(2.5.2) 


矢量 势 是 


显然 “一 2 轴 是 奇异 线 , 即 磁 通 线 的 位 置 。 总 磁 通 
= nó, = 4ng 
因而 有 
eg — n= (2.5.4) 


这 正 是 Dirac 量子 化 条 件 。 只 要 有 一 个 磁 单 极 存在 , 电荷 就 必然 是 量子 化 的 , Dirac 
引入 磁 单 极 的 目的 是 为 理解 和 解释 电荷 量子 化 。 磁 通 线 的 位 置 可 通过 奇异 规范 变 
换 随意 改动 , 如 用 奇异 规范 变换 


r 2g |... (1 * cos6) k 
A rsind * 一 rsinó “Y ape) 


"ES RA “—2” WER “+2” fü. 如 图 2.5.1 Bras. 


(a) *—z " 轴 是 奇异 线 (b) 奇异 线 变 到 “+z" 轴 
图 2.5.1 RER, STA AE "z^ f 
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2.5.2 ” 吴 - 杨 无 奇异 的 磁 单 极 理论 


RANG Bl, Dirac 磁 单 极 理论 中 存在 奇异 线 ， 为 克服 此 缺点 , 吴 - 杨 发 展 了 一 无 
奇 点 的 单 极 理论 。 带 电 粒 子 不 允许 占据 磁 单 极 位 置 , 因而 组 态 空间 是 一 拓扑 流 形 
(topological manifold) 
M = R? — (0) ~ S? 
它 和 拓扑 流 形 S? 拓扑 等 价 , 存在 两 个 开 区 域 
M, =S? — (S,) ~ R2 


和 
M- = S? —{N,} ~ R? 

分 别 是 除去 南北 极 的 球面 (这 里 Sp 和 N, 分 别 表 示 南 北极 点 ), 它们 都 和 R? 拓扑 
等 价 。 考 虑 切 点 分 别 位 于 南北 极 的 切 平面 , 如 图 2.5.2 所 示 ， 连接 北极 和 球面 上 一 
点 a 的 直线 和 南极 切 平面 的 交点 a^, 是 球面 上 的 点 a 在 该 切 平 面 上 的 投影 ,显然 投 
影 是 一 一 对 应 的 ， 除 北极 外 , 所 有 球面 上 的 点 都 可 投影 到 南极 切 平面 上 ， 类 似 地 ， 
除 南 极 外 球面 上 的 点 也 都 可 投影 到 北极 切 平面 上 。 所 以 , 拓扑 流 形 S? 至 少 需要 两 
个 平庸 拓扑 空间 M, 和 M 覆盖 。 


图 2.52 ”拓扑 流 形 S? 到 R? 的 球 极 平面 投影 (stereographic projection) 
在 空间 M, 我 们 可 用 矢 势 


sing 
r(1 十 cosb) 


ECE M. 上 无 奇异 线 。 而 在 空间 M 矢 势 为 


A, =g € (2.5.6) 


sin ð 


cim I + cos) ki 


2.6 ”带电 粒子 被 磁 通 线 的 散射 ‘41. 


CE M- 上 无 奇异 线 。 
我 们 可 分 别 在 M} M M- 空间 做 量子 力学 计算 , Schrodinger 方程 是 


i = Haws (2.5.8) 
其 中 
^ e 
Ay = z (ô E Az) (2.5.9) 
两 规范 势 之 间 存 在 变换 
A, =A_+ -9 ep (2.5.10) 
波 函 数 间 的 变换 是 
by = e a Pi (2.5.11) 
由 Dirac 量子 化 条 件 
= =n (2.5.12) 
0 


因而 vy, v 之 间 只 差 一 奇异 规范 变换 。 
2.5.3 Dirac 量子 化 条 件 的 几何 意义 
两 区 域 M+ 和 M- 波 函 数 间 的 规范 变换 定义 了 由 交 筠 区 域 
S! = M4 A M- 
到 规范 群 V(1) 间 的 映射 , 因为 
U(1) ~ S! 
也 即 由 S! 到 S! 的 上 映射, 它 可 按 空间 $1 的 第 一 同 伦 群 (first homotopy group) Bf 


基本 群 

m(U(1))~Z (2.5.13) 
分 类 , PKA U (1) 从 的 第 一 陈 类 (first Chern class), 记 为 c,. Dirac 量子 化 条 件 方程 
(2.5.12) 中 的 整数 


neZ 
可 被 解释 为 x (U(1)) 的 群 元 , BN SEH (winding number), 或 者 陈 数 ， 是 一 拓扑 不 变 
f (topological invariant) 也 称 为 拓扑 荷 。 


2.6 ”带电 粒子 被 磁 通 线 的 散射 


在 Aharonov 和 Bohm 的 著名 文章 (1959) 中 ,大 半 的 篇 幅 是 用 以 计算 带电 粒 
子 被 无 限 长 磁 通 线 的 散射 , 这 篇 文章 是 二 维 长 程 势 散射 的 经 典 文献 , 给 出 了 该 问题 
的 正确 理论 分 析 和 计算 。 微 分 散射 截面 的 推导 并 不 困难 , 关键 是 得 到 正确 的 散射 边 
条 件 。 
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2.6.1 ”精确 解 和 微分 散射 截面 | 
在 以 磁 通 线 位 置 为 坐标 原点 的 平面 极 坐标 系 中 , EA Schrodinger 方程 是 


2 2 
E 一 +3 (sci) “| yy =0 (2.6.1) 
T 


ðr? rør r? 


其 中 


表示 入 射 粒子 的 波 天 , E 是 动能 。 
1. 精确 解 
极限 情况 下 , 线 磁 通 半径 为 等 , 在 坐标 原点 和 n 一 oo 波 函 数 均 有 限 的 通 解 是 


Y= M^ amJm_al(kr)ei™? (2.6.2) 


mT 二 一 上 OO 


其 中 | 
diio bt) 


是 Bessel 函数 , 系数 am 由 散射 边 条 件 确 定 。 
2. 入 射 边 条 件 和 微分 散射 截面 
假定 入 射 粒子 沿 z 轴 反 方向 入 射 , 因而 入 射 波 函数 v 的 几率 流 密度 


FBV VW) e , ， i 
— i i 一 -一 LViv .0.: 
J 2m me vi ee) 
必须 沿 -r 方向 。 满 足 这 一 条 件 的 入 射 波 只 能 是 
Wi = e rov) (2.6.4) 


这 正 是 前 面 提 到 的 AB 相位 态 , 在 该 态 上 , 入 射 粒子 力学 角 动 量 的 期 待 值 为 零 , 不 
受 磁 通 影 响 , 物理 意义 非常 明确 。 因 而 通 解 中 的 常 系数 可 确定 为 

aj, = (—i)/"*el (2.6.5) 
把 波 函 数 分 为 三 部 分 

Y = V, cU». c Vs (2.6.6) 


oo 


Vi = Sila tage 


m=l 
—1 


ES 
V. = Y (71) "^*^ J4, , oe" * 一 >》 (-iDm i 


m=— oo mzl 
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Vs = (-i)l*! Ji 
分 别 计算 三 部 分 波 函 数 的 求 和 , 利用 Bessel 函数 在 r 一 oo 的 渐 近 形式 , 则 可 得 到 
精确 解 的 渐 近 表达 式 为 


ikr a 
ay — ellav—krcos~) __2_ gin E. (2.6.7) 
V 2nikr COS S 
微分 散射 截面 因而 是 em 
Ton E (2.6.8) 


d? — 27 cos? (2) 


本 节 的 计算 基本 摘录 自 Aharonov 和 Bohm 的 文章 (Phys. Rev., 115: 485), 其 推导 
严谨 优美 , CAMAMUE. 显然 , 散射 是 动力 学 效应 ， 入 射 波 力学 角 动 量 期 待 值 为 
=, 散射 波 则 和 磁 通 有 关 , 力学 角 动 量 的 变化 是 磁 通 作 用 的 结果 。 


2.0.2 ”分 波 相 移 和 长 程 势 的 散射 边 条 件 
精确 解 (2.6.2) P, m 次 分 波 在 r 一 oo 的 散射 边 条 件 是 


Jim. ausser) ~ Ci)" Jer) + fm eye (2.6.9) 
其 中 fmn 是 分 波 散射 振幅 。 用 Bessel 函数 的 渐进 表达 式 不 难得 到 
am = (D) med (2.6.10) 
分 波 散 射 振幅 是 E 
falk a) = E T et fe2iem(a) _ 1] (2.6.11) 
计算 得 到 的 分 波 相 移 为 
TM xod 
óm(o) = = Im] —|m+al) = | SL (2.6.12) 
cs m «0 
总 散射 振幅 是 分 波 振幅 之 和 
f(k, a, 9) = 3 fein? = (2.6.13) 
m=—co 9 


总 微分 散射 截面 
— =|f|? (2.6.14) 
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和 AB 文章 中 得 到 的 结果 完全 一 样 。 不 同 点 是 入 射 波 ，Aharonov 和 Bohm 文章 中 
的 入 射 波 方程 (2.6.4) 不 是 平面 波 , 但 几率 流 沿 x 轴 方 向 。 从 分 波 的 渐 近 表达 式 方 
FE (2.6.9) 和 平面 波 的 Bessel 函数 展开 式 , 不 难得 到 分 波 相 移 方法 中 的 入 射 波 就 是 
平面 波 

(=i) "Jin (kr) = eter cosy (2.6.15) 


因为 存在 磁 通 规范 场 ， 该 入 射 平面 波 对 应 的 入 射 几 率 流 或 者 入 射 粒 子 速 度 则 不 可 
能 再 沿 z 轴 方 向 。 另 外 , 由 于 磁 通 规范 场 是 长 程 势 , 在 7 oo 区域 , 平面 波 不 是 
方程 的 渐 近 解 , 但 Aharonov 和 Bohm 文章 中 的 入 射 波 是 方程 的 渐 近 解 , 因而 才 是 
正确 的 散射 边 条 件 。 为 克服 入 射 平面 波 的 困难 , 下 面 一 节 的 计算 中 采取 了 人 为 的 长 
程 势 截断 。 

作业 2.3 KEKER A 存在 时 入 射 平面 波 (2.6.15) 的 几率 流 密度 和 粒子 力 
学 角 动 量 期 待 值 。 

作业 2.4 验证 平面 波 (2.6.15) 不 可 能 是 Schr6dinger 方程 (2.6.1) 的 渐 近 
(r 一 oo) 解 ,但 AB 入 射 波 (2.6.4) 是 解 。 


2.6.3 ”长 程 势 的 截断 和 返回 磁 通 
为 克服 长 程 势 入 射 平 面 波 不 适用 的 困难 . 可 人 为 在 半径 > = R 处 截断 矢量 势 ， 
令 


fp 
A= ev; Oe ren 


A=0, r>R (2.6.16) 


这 一 截断 的 物理 意义 是 , 存在 一 个 和 原 磁 通 大 小 相等 方向 相反 而 均匀 分 布 在 半径 为 
R 的 圆柱 面 上 的 返回 磁 通 。 在 > > R 的 区 域 , 长程 势 被 屏蔽 (A = 0) 是 自由 粒子 
方程 , 当然 可 用 入 射 波 是 平面 波 的 散射 边 条 件 , 分 别 得 到 7 > R Al r< RRR 
Schrödinger 方程 的 解 , 注意 到 7 = R 的 连续 性 边 条 件 , 用 和 上 节 中 同样 的 分 波 相 移 
方法 ,可 得 到 以 R 为 参数 的 分 波 散射 振幅 和 微分 散射 截面 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 
本 章 的 文献 ,推导 细节 不 在 此 效 述 。 十 分 有 趣 的 是 ， 当 取 R 一 oc 极限 时 , 分 波 散 
射 振幅 和 微分 散射 截面 都 退化 到 和 AB 文章 完全 一 样 的 结果 。 由 于 返回 磁 通 的 存 
在 , 在 这 种 情况 下 . 粒子 受到 了 返回 磁场 Lorentz 力作 用 。 


2.7” 介 观 环 输 运 电流 的 相干 振荡 


当 系 统 (电子 系统 ) 的 尺度 比 退 相 干 长 度 还 小 时 , 可 发 现 与 载 流 子 量子 相位 相 
干 性 有 关 的 新 奇 现象 ， 从 而 使 物理 观测 量 (宏观 量 ) 呈现 出 显著 的 量子 力学 效应 ， 


tata Heer 


现 称 其 为 介 观 系统 , 指 尺度 介 于 微观 和 宏观 之 间 , 量子 效应 显著 , 但 仍 有 确定 的 宏 
观 观测 量 的 系统 。 这 一 微小 系统 的 特性 和 应 用 研究 已 发 展 成 一 个 学 科 分 支 : 介 观 物 
理 。 其 中 量子 态 相 位 干涉 起 着 关键 作用 , 而 , 通过 介 观 金属 环 输 运 电流 的 AB 振荡 
研究 开启 了 介 观 物理 研究 的 先河 。 


2.7.1 一 维 量子 波导 理论 


量子 力学 中 , 导线 是 一 理想 化 的 极限 情况 ， 当 其 纵向 长 度 远 大 于 横向 尺度 ， 以 
至 于 在 低温 下 电子 的 横向 运动 被 忽略 时 ， 电 子 纵向 运动 满足 自由 粒子 Schrodinger 
方程 。 在 任 一 标记 为 “7 的 分 支 电 路 中 波 函 数 是 两 反 向 传播 平面 波 的 线性 和 登 加 


V;(z) = aje"? 十 bjo s (271) 


z 表示 沿 导线 方向 的 坐标 , k 是 波 矢 。 在 电路 的 节点 处 存在 几何 散射 ， 各 分 支 电路 
波 函 数 满足 边 条 件 
Yi = Ww2 == YN (2.7.2) 
和 j 
X. dvi) -0 (2.7.3) 


zc, 是 节点 坐标 ， 第 二 个 节点 边 条 件 保 证 了 流 守 恒 。 
2.7.2 AB 介 观 环 电 荷 输 运 传输 矩阵 
BAKA LA AB 介 观 环 ， 一 磁 通 
$ = a.d, 


FMAP O, Óo 是 磁 通 的 量子 单位 。 入射 和 出 射 导线 把 环 分 为 上 下 对 称 的 
两 半 , 如 图 2.7.1 所 示 。 


图 2.7.1 AB 介 观 环 输 运 示意 图 


V^ n a;ci^* s ha m 


Wo = ie a b.e 
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分 别 表示 入 射 和 出 射 导线 上 的 波 函 数 。 用 同样 的 标记 , 上 下 半 环 上 的 波 函 数 表示 为 
Wu 和 wa。 把 入 射 导线 和 环 的 节点 选 为 局 域 坐 标 原点 , 边 条 件 是 


ai + b; = Qu + b, = aq + ba (2.7.4) 
k(a; 一 bi) + ku{(au 一 by) + ka(aa 一 ba) 二 0 (2.7.5) 


由 于 磁 通 存在 , 圆 环 上 波 函 数 的 相位 增加 一 个 不 可 积 相 因 子 , 即 正则 角 动 量 有 一 个 
FE, 假定 磁场 方向 指向 纸 面 由 外 向 内 (图 2.7.1), 则 上 下 半 环 的 波 矢 变 为 


ky =k+ To 
ka =k- Fa 


在 出 射 导线 和 环 的 节点 C z) 处 边 条 件 是 


kL 


a,e ^4* — kha E a 一 age’ t 十 he t E = aoe 2 + bae 3 (2.7.6) 
和 
. kg L k kE n 
ky (aye t 一 buei ^) 十 kalag "t 一 bai $^) 十 ko(aoei 2 一 be! 2) =Q (2.7.7) 


由 节操 边 条 件 方程 解 出 波 函 数 振幅 au, bu, aa, ba, 则 可 得 到 连接 出 入 波 振幅 的 传输 


和 矩阵 T 
| 7 ) = r( n: (2.7.8) 
bi bo 


物理 观测 量 ， 如 传输 电导 ， 则 可 用 Landauer-Büttiker 公式 由 传输 矩阵 求 得 。 介 观 
物理 不 同 于 微观 系统 的 是 可 直接 得 到 宏观 观测 量 , 也 不 同 于 大 尺度 宏观 体系 , 这 里 
波 函 数 相 位 相干 有 明显 效应 。 
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99329. 自 旋 -轨道 耦合 动力 学 ， Aharonov- 
Casher 相位 和 非 Abel 规范 场 量子 力学 模型 


非 相 对 论 量子 力学 中 , 自 旋 自 由 度 是 作为 二 分 量 矩 阵 直 接 引 入 的 , 没有 经 典 力 
学 对 应 。 在 外 磁场 中 自 旋 的 Zeeman 能 可 引起 能 级 辟 裂 ， 自 旋 - 轨 道 相互 作用 产生 
能 级 超 精 细 结 构 ， 是 早已 熟知 的 自 旋 效 应 。20 世纪 80 年 代 的 一 个 新 发 现 是 自 旋 
在 外 场 中 的 拓扑 相位 ， 从 对 称 性 考虑 ，Aharonov 和 Casher 把 AB 效应 中 的 无 限 
长 通电 流 螺 线 管 压缩 成 一 个 点 粒子 磁 和 矩 ， 而 把 点 电荷 拉 成 一 无 限 长 电荷 线 ， 中 性 
点 粒子 磁 算 相对 电荷 线 运 动 , 也 应 有 和 矢 势 AB 效应 类 似 的 效应 , 现 称 为 AC 效 
应 。Aharonov 和 Casher 的 论述 中 , 磁 矩 是 被 限制 在 固定 方向 , 因而 得 到 类 似 于 AB 
效应 中 的 等 效 U(1) 规范 势 。 后 来 发 展 了 中 子 物质 波 干 涉 技术 , HAFT ARER 
场 中 的 Zeeman 能 实现 标量 势 AB 效应 , 而 用 自 旋 在 电场 中 的 等 效 矢 势 实现 AC 效 
应 的 实验 观测 。 本 书 的 理论 分 析 中 , 解除 了 对 自 旋 方 向 的 约束 , 考虑 有 普遍 意义 的 
自 旋 -轨道 耦合 动力 学 模型 , 这样 做 的 目的 , 一 方面 是 为 了 从 理论 上 更 正确 地 解释 
和 理解 用 热 中 子 做 的 AC 和 标 势 AB 效应 实验 , 更 为 有 意义 的 是 , 在 非 相对 量子 力 
学 中 实现 非 Abel 规范 场 (non-Abelian gauge field) 和 任意 子 物理 模型 ， 而 AC 效 
应 只 是 自 旋 -轨道 耦合 动力 学 模型 的 一 种 特殊 情况 。 非 相 对 论 量子 力学 中 的 非 Abel 
规范 场 概念 , 最 初 是 由 Welczek 在 把 非 简 并 态 几 何 相 位 推广 到 简 并 态 时 引入 的 , 之 
后 ,如 何在 凝聚 态 或 光学 系统 中 实现 非 Abel 规范 场 , 受到 了 广泛 关注 。 作 为 自 旋 
电子 学 基础 的 自 旋 轨道 耦合 已 成 为 近年 来 的 研究 热点 , 因为 是 相对 论 效 应 , 通常 很 
弱 , 在 电子 器 件 中 无 任何 作用 ,但 在 重 离子 内 电子 速度 显著 增 大 , 耦合 变 强 ， 特 别 
是 在 某 些 半导体 材料 中 , 自 旋 轨道 耦合 引起 的 效应 受到 了 重视 。 本 章 中 从 自 旋 的 经 
典 动力 学 开始 , 解释 轨道 耦合 的 起 源 。 为 简化 起 见 , 我 们 从 中 性 自 旋 粒子 (中 子 ) 在 
电磁 场 中 的 经 典 动力 学 出 发 来 研究 这 一 有 趣 问 题 。 荷 电 自 旋 粒 子 动力 学 只 需 把 第 
2 章 的 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 相互 作用 项 加 入 即 可 。 


3.1 中 性 目 旋 粒子 在 电磁 场 中 的 经 典 动力 学 


3.1.1 ” 拉 氏 量 和 运动 方程 


在 非 相对 论 量子 力学 中 , 自 旋 算 符 是 直接 在 Hamilton 算 符 中 加 入 的 , 没有 经 
典 对 应 ， 当 然 更 自然 的 作法 是 取 Dirac 相对 论 方程 的 非 相 对 论 极 限 ， 得 到 Pauli 方 
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程 。 我 们 为 保持 理论 的 一 致 性 , 先 构 造 自 旋 的 经 典 对 应 物理 量 和 系统 的 拉 氏 量 。 本 
书 关 于 自 旋 经 典 变量 的 引入 虽然 仅 有 形式 轩 辑 意义 , 但 可 适用 于 任意 自 旋 , 更 具 普 
MATE, 并 给 出 明显 的 经 典 -量子 对 应 。 特别 是 非 Abel 规范 场 在 这 一 理论 框架 下 变 成 
极其 自然 的 结果 。 
假设 一 质量 为 m HARMS, 其 经 典 自 旋 遵 从 约束 关系 (注解 ) 

X = S? + S2 + S2 (3.1.1) 
其 中 , A2 是 常数 , 表示 总 自 旋 的 平方 , 是 一 守恒 量 , 因而 独立 自 旋 自 由 度数 是 2。 一 
个 很 自然 的 假设 是 自 旋 分 量 满足 和 轨道 角 动 量 相 同 的 Poisson HES, 即 


3 
{Si, S;} = 》 Eijk Se (3.1.2) 
k=l 


其 中 , eij 为 反对 称 张 量 。 点 粒子 三 维 空间 运动 加 上 自 旋 , 总 相 空间 是 八 维 , 而 组 态 
空间 是 
R? x T 
其 中 
| r = {9} 
是 转动 群 自 旋 5 表示 , 其 生成 元 9 是 SU(2) 和 矩阵, 可 看 作 自 旋 组 态 空间 r= {9} 
中 的 “坐标 点 而 点 粒子 空间 位 置 张 成 三 维 实 空间 R3. 


g'g=gg'=1, detg—1 (3.1.3) 
g 和 经 典 自 旋 变量 S 满足 下 面 的 关系 式 : 
S-o = Ageag | (3.1.4) 
其 中 
Oi, i= 1.2.3 
是 Pauli 矩阵 。 非 相对 论 中 性 自 旋 粒子 在 电磁 场 五 和 B 中 的 拉 氏 量 可 写 为 
L = Lo + Li 
自 旋 和 电磁 场 相互 作用 部 分 是 
L; = PÀ Trgesg (E x T): c] 十 P^ [gas (B -a )] (3.1.5) 
其 中 i 
Lo = "ulus + iATr(oag  ! j)] (3.1.6) 


注解 : 本 节 的 经 典 自 旋 动力 学 变量 定义 和 拉 氏 量 主要 取材 于 文献 [5]。 


3.1 中 性 自 旋 粒子 在 电磁 场 中 的 经 典 动力 学 -51- 


RO RR, ,是 自 旋 粒 子 的 磁 矩 ，Tr 表示 求 迹 运算 。 方 程 (3.1.5) 的 两 项 
事实 上 都 是 Zeeman 能 , 第 二 项 很 显然 , 第 一 项 中 的 -E x i WU S 23 $32 


子 感受 到 的 等 效 磁场 , 是 相对 论 效应 , 这 是 由 外 场 引 起 的 自 旋 -轨道 耦合 。 很 容易 证 
BA, 该 拉 氏 量 能 给 出 正确 的 运动 方程 。 对 作用 量 


S= [1a 


变 分 取 极 值 (最 小 作用 量 原 理 ) 
ôS =0 
得 到 运动 方程 (推导 见 3.7 节 ) 
mf + p; = “vis . (E x £)] + uV(S - B) (3.1.7) 
其 中 
Pi = Es xE 
RRA FeRAM, 自 旋 运 动 方程 是 
§=-£( x E)x SC uBxS (3.1.8) 
当 无 外 场 存 在 时 , 空间 是 自由 运动 ， 自 旋 是 守恒 量 , 正 是 我 们 期 待 的 结果 
8-0 
$-0 


把 关系 式 方程 (3.1.4) RAP RAE (3.1.5), 电磁 场 中 的 中 性 自 旋 粒子 拉 氏 
量变 为 
L-Lo* 5S (Ex v) * 4B. S (3.1.9) 


形式 上 我 们 用 了 自 旋 的 相 空 间 变 量 , 这 里 自 旋 变量 应 看 作 是 组 态 空 间 “坐标 ”9 的 
函数 。 第 二 项 可 改写 为 

Es (Ex?) = “+ .(S x E) (3.1.10) 
等 式 右边 变 为 和 速度 相关 的 等 效 矢 量 势 相 互 作用 能 , 方程 (3.1.9) 的 第 三 项 则 为 等 
效 标量 势 。 
3.1.2 ”正则 动量 和 Hamilton 量 

正则 动量 按 定义 是 

p= 元 =mi + P(S x E) (3.1.11) 

上 式 中 , 第 二 项 是 等 效 矢 量 势 引起 的 动量 变化 , 从 正则 动量 的 定义 式 可 以 解 出 速度 
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p- "(S x E) 
a (3.1.12) 
m 
从 而 得 到 Hamilton 量 
p 一 “(S x E) 
H- ie -uB. S (3.1.13) 
显然 , 中 性 自 旋 粒 子 在 电磁 场 中 有 等 效 矢 势 
A=SxE 
和 标量 势 
Ao— S.B 


只 要 把 u 看 成 e, Hamilton 量 形式 上 和 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 一 样 , 证 实 
T AC 的 对 称 性 论述 。 量 子 化 后 , 自 旋 变 量 成 为 矩阵 , 我 们 得 到 等 效 的 非 Abel 规范 
场 。 


3.2 JE Abel 规范 场 
3.1 节 中 的 自 旋 是 经 典 矢量 ， 我 们 现在 考虑 自 旋 ; 粒子 ， 量 子 化 的 自 旋 算 符 


(注解 ) 是 
Sz hd 
无 外 磁场 的 Hamilton 算 符 则 为 
Reni ass 

H- 25 2, P (3.2.1) 
协 变 微 商 定义 为 5 

Dj = Ox, m ig A; 3.2.2) 
其 中 ， q = A. 而 

Ai 一 y» Ek (3.2.3) 


j,k 
则 为 矩阵 矢 势 场 , 即 非 Abel 规范 场 ， 其 等 效 “ 磁 场 ” 可 由 反对 称 张 量 计算 
fs -Di Dj m (ond 7 x) — igiA,, Ay) (3.2.4) 
i,j =1,2,3, 规范 变换 么 正 算 符 可 定义 为 
注解 : 本 节 中 的 符号 S 表示 量子 化 自 旋 算 符 , 区 别 于 前 面 的 经 典 矢量 。 
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U = elf di fies (3.2.5) 
f 是 空间 坐标 的 函数 , 在 规范 变换 下 , 协 变 微 商 算 符 变换 是 
D! 2UDjU! = M — igA! 
规范 场 变 为 
i/8 
Ai = UA,Ut — t3 ut (3.2.6) 
旋 量 波 函 数 的 变换 是 
wy’ = Uy (3.2.7) 


定 态 Schrödinger 方程 是 规范 变换 不 变 的 。 
选择 电场 可 得 到 非 Abel 规范 场 的 具体 形式 , 如 在 下 面 3.4 节 考 虑 的 AC 效应 
模型 中 , 无 限 长 电荷 线 的 电场 在 以 电荷 线 为 坐标 原点 的 平面 坐标 系 中 是 


p(Zlel 十 Z2e2) 


(3.2.8) 
p 表示 电荷 线 密 度 。 非 Abel 规范 场 的 明显 表达 式 则 为 
A = s (3.2.9) 
A Es (3.2.10) 
As = P (sin yo, + cos qo?) (3.2.11) 


- [2 2 
r= Afric 25 


Ij-—TCOSQ, T2 一 人 Sin wP 


当 粒 子 自 旋 被 约束 于 “z” 方 向 时 ， Si = Sp =0, 因而 , A, = 0, 矩阵 规范 势 变 为 对 
AK), Al AB 磁 通 规范 势 场 事 实 上 相等 。 但 对 非 受 限 的 自 旋 动力 学 模型 , 当 > 0 
时 , JE Abel 规范 场 的 等 效 “ 磁 场 ” 由 方程 (3.2.4) +H, 结果 是 


B4: (3.2.12) 
B; = ZU — gp) sin 2po, + [(1 — gp) cos 2p + qp]o2] (3.2.13) 
B, = 5A [(1 — gp) cos 2p ~ ap]: — (1 — qp) sin 2903) (3.2.14) 


3.3 ”脉冲 磁场 中 的 热 中 子 经 典 动力 学 和 标量 势 AB 效应 


20 世纪 80 FRK, 发 展 了 中 子 物 质 波 干涉 技术 , 并 用 来 验证 AC 效应 和 标量 
势 AB 效应 , 作为 自 旋 动力 学 方程 的 应 用 例 , 我 们 对 实验 作 动力 学 分 析 。 
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3.3.1 ”经典 动力 学 方程 和 Larmor 进 动 


标量 势 AB 干涉 实验 是 把 热 中 子 束 分 成 相干 的 两 束 , 如 图 3.3.1 所 示 , 一 个 脉 
冲 磁 场 作 用 在 其 中 一 束 中 子 上 ,然后 使 两 束 中 子 于 涉 ， 中 子 计数 器 读 出 干涉 结果 。 
实验 的 目的 是 验证 没有 动力 学 效应 的 拓扑 相位 干涉 , 即 只 有 标量 势 引起 的 中 子 波 函 
数 相位 改变 , 是 一 个 纯 量 子 效应 , 无 经 典 对 应 。 我们 先 从 自 旋 的 经 典 运 动 方 程 着 手 
来 分 析 这 一 有 趣 的 问题 , 为 确定 起 见 , 假定 空间 均匀 的 脉冲 磁场 方向 沿 z 轴 ， 


B= Be, 


B(1) 


V» 


图 3.3.1 标量 势 中 子 干涉 实验 示意 图 
忽略 磁场 变化 引起 的 感 生 电场 作用 , 因为 电场 和 自 旋 相 互 作 用 


.(S x E) 
是 相对 论 效应 , 相对 于 
uB.S 
是 一 小 量 。 方 程 (3.1.7) 和 方程 (3.1.8) 表示 的 自 旋 粒子 经 典 运动 方程 则 变 为 
二 0 (3.3.1) 
和 
$1 — LBS; (3.3.2) 
S — —uBS, (3.3.3) 
$5 —0 (3.3.4) 
显然 , 空间 是 自由 运动 , 自 旋 的 z 分 量 是 守恒 量 。 经 典 自 旋 方 程 的 一 般 解 是 
S(t) = $1(0) cos Q(t) + S2(0) sin R(t) (3.3.5) 
S2(t) = S2(0) cos 2(t) — Sı (0) sin 2(t) (3.3.6) 
S3(t) = $3(0) (3.3.7) 


自 旋 磁 矩 在 外 磁场 中 做 Larmor 进 动 , t 时 刻 的 进 动 角 是 
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Q(t) = f i wr (t’)dt’ (3.3.8) 
0 
其 中 
wL = uB 
是 Larmor 进 动 频率 。 
3.3.2 ”标量 势 AB 效应 


我 们 讨论 标量 势 AB 干涉 实验 这 系统 的 量子 力学 解 , 并 用 量子 -经 典 对 应 原理 
分 析 解 的 物理 意义 。 把 外 磁场 方向 选 为 z BH, 该 系统 的 Hamilton 算 符 是 


~、 2 
H= -Vv = Sut (t)és (3.3.9) 
求解 含 时 Schr6dinger 方程 
ina w= HW (3.3.10) 
选 6a MATER ABER 
6,|+) = +|+), (3.3.11) 
显然 , 含 时 Schrödinger 方程 的 通 解 是 
P(t) = polr, t) [cy |+)el# fo 0098 + c [ent Jo wutar] (3.3.12) 


展开 系数 ct 由 中 子 的 初始 自 旋 极 化 确定 。 实 验 用 的 是 热 中 子 , 自 旋 无 极 化 ,对 于 
热 中 子 干 涉 , 文献 中 有 三 种 理论 分 析 方 法 : 

方法 一 中 子 极 化 沿 磁场 方向 

相应 的 初 条 件 是 


假定 脉冲 时 间 为 了 ,有 


T 
Q = i: wy,(t)dt (3.3.13) 
0 
通过 磁场 的 中 子 波 函数 是 
wi = Vo|--)ei$ 
而 无 磁场 作用 的 中 子 波 函 数 为 
V, = vo|--) 

到 达 计 数 器 上 的 中 子 波 函数 是 


y = (hi + Wo) (3.3.14) 
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计数 器 上 的 粒子 数 几 率 为 
| v|? = Ivo? ( 十 COS J (3.3.15) 


显而易见 , 极 化 态 |-) 给 出 相同 的 干涉 结果 。 热 中 子 干涉 结果 是 两 个 目 旋 极 化 方 问 
的 统计 平均 , 结果 不 变 , 因为 沿 磁场 方向 的 中 子 自 旋 只 有 势能 变化 (Zeeman 能 ) 而 
无 动力 学 效应 , 基于 这 一 理论 分 析 , 热 中 子 干涉 实验 曾经 被 认为 是 无 争议 地 验证 了 
标量 势 AB 效应 , 即 纯粹 由 势能 产生 的 拓扑 相位 干涉 。 

方法 二 ”中 子 极 化 方向 和 磁场 垂直 

上 述 的 理论 分 析 和 对 实验 的 解释 , 立即 受到 质疑 , 因为 完全 等 价 地 也 可 选中 子 
初始 极 化 和 磁场 垂直 , 如 o, 的 本 征 态 , 初 条 件 则 是 


1 
C+ = C. = 一 一 


通过 脉冲 磁场 和 无 磁场 作用 的 中 子 波 函 数 分 别 变 为 
p, = 加 -万 [+)e 1-718] 


和 
V, = Yo 


l 
Ji 3d 


虽然 计数 器 上 的 粒子 数 几 率 仍然 不 变 , 和 方程 (3.3.15) 一 样 , 但 物理 解释 却 大 相 径 
庭 。 直 接 计算 自 旋 在 yw 上 的 期 待 值 , 不 难 验证 , 在 这 一 初 态 选 取 下 自 旋 绕 磁场 进 
动 , 即 熟 知 的 Larmor 进 动 , 2 是 进 动 角 。 热 中 子 干涉 只 不 过 是 验证 了 Larmor 进 动 ， 
是 一 动力 学 效应 ， 有 经 典 对 应 。 更 为 普遍 的 是 下 面 的 第 三 种 自 旋 相干 态 的 选取 , 采 
用 自 旋 相干 态 ， 可 得 到 明显 的 经 典 -量子 对 应 。 


3.3.3 ” 自 旋 相干 态 ， 热 中 子 干涉 的 动力 学 解释 


热 中 子 无 极 化 , 应 该 对 各 自 旋 极 化 方向 求 平均 ， 自 旋 沿 z 方向 两 个 态 求 平均 
绝 非 唯一 的 选择 , 如 前 面 方法 二 中 的 论述 就 选 了 c 或 y 方向 的 自 旋 本 征 态 ,这 样 
一 来 , 就 会 发 现 自 旋 绕 磁场 方向 进 动 , 而 不 仅仅 是 只 由 标量 势 引起 的 效应 。 更 一 般 
性 的 选择 , 应 是 自 旋 相干 态 , 它 是 一 宏观 量子 态 , 有 确定 的 经 典 _ 量 子 对 应 。 自 旋 相 
干 态 的 定义 为 自 旋 在 空间 任意 给 定 方向 的 最 大 自 旋 本 征 值 态 (更 严格 的 定义 及 其 
特性 的 论述 见 本 书 第 5 章 ), 对 于 自 旋 > 系统 


6: mn|n4) = n+) (3.3.16) 
Ins) 分 别 表 示 北 、 南 极 规范 的 自 旋 相干 态 , 其 中 
n = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin $, cos 0) (3.3.17) 
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是 用 方向 角 描 述 的 单位 矢量 。 北 极 规范 的 自 旋 相干 态 可 由 0. 的 本 征 态 |+) 通过 空 
间 旋 转生 成 


ib. s 6. 
ln.) = cos 29 7193 + sin 2e ^p (3.3.18) 


XX (3.3.18) 当然 也 可 直接 由 求解 本 征 方程 (3.3.16) 得 到 。 
作业 3.1 解 自 旋 相 干 态 本 征 方程 


ô- n|n+) = n+) 


求 自 旋 相 干 态 Ina), 其 中 nu) 由 方程 (3.3.18) 表示 , 而 


0 . 0. 
(n) = sin se l+) — cos set |-) 


通过 脉冲 磁场 的 自 旋 态 显然 是 
In. (B)) = cos DL l+) + sin Pede |-) (3.3.19) 
到 达 计 数 器 上 的 中 子 自 旋 态 是 
|) = Ans) Ins (B))) (3.3.20) 
中 子 数 几率 为 
In = (V|V) = 1+ cos (2) (3.3.21) 


热 中 子 总 几率 是 Imn 的 空间 平均 值 


f= E: fh sin 9d6dó = 1 + cos ol (3.3.22) 
An 2 


结果 和 在 ô, 的 两 本 征 态 上 求 平均 一 样 。 但 用 自 旋 相干 态 得 到 的 结论 是 Larmor 进 
动 角 引起 的 干涉 ， 完 全 是 动力 学 效应 , 而 且 有 经 典 对 应 。 下 面 我 们 证 明 在 量子 态 
Im+ (B)) 上 的 Larmor 进 动 和 经 典 方程 完全 一 致 。 

作业 3.2 ERAKI (图 3.3.1) 上 分 别 加 大 小 相等 、 方 向 相反 的 脉冲 磁场 , E 
复 本 节 的 讨论 。 
3.8.4 BR- ETHE, 量子 Larmor 进 动 


根据 经 典 -量子 对 应 原理 , 在 自 旋 相干 态 上 (宏观 量子 态 ) 力学 量 期 待 值 的 时 间 
演化 和 经 典 动力 学 一 致 ,为 此 , 我们 计算 Schrödinger 绘 景 中 , 自 旋 算 符 在 磁场 驱 
动 的 含 时 自 旋 相干 态 上 的 期 待 值 


2 = (n4 (B)ló]n.. (B)) 


. 58 . 第 3 章 自 旋 - 轨 道 耦合 动力 学 Aharonov-Casher 相位 .…. 


结果 是 
8; =G,(0) cos 2(t) + F2(0) sin R(t) (3.3.23) 
982 = G2(0) cos (t) — a1(0) sin Q(t) (3.3.24) 
703 = 03(0) (3.3.25) 
其 中 


5(0) = (n,|o|n+) 


表示 在 加 磁场 前 目 旋 的 初始 值 , 各 分 量 的 期 待 值 分 别 是 


01(0)=sin cos ó (3.3.26) 
(0) — sin 0 sin ó (3.3.27) 
a3(0) — cos 8 (3.3.28) 


自 旋 期 待 值 的 时 间 演 化 和 经 典 方程 完全 一 致 ,用 自 旋 相干 态 我 们 验证 了 量子 和 经 
典 之 间 的 对 应 关系 。 所以, 观察 到 的 热 中 子 干涉 是 由 Larmor 进 动 相 位 引起 的 ， 是 
动力 学 效应 。 只 有 在 使 用 自 旋 沿 磁 场 方向 极 化 的 中 子 束 , HETEK A IERI AN 
构 的 条 件 下 , 才 可 以 看 作 是 纯 标量 势 引 起 的 拓扑 相位 干涉 效应 。 


3.4. 轴 对 称 静 电场 中 的 中 子 动力 学 和 AC 效应 


3.4.1 ”经典 动力 学 

根据 AC 的 理论 模型 , 考虑 沿 z 轴 的 无 限 长 电荷 线 , 因为 自 旋 存 在 , 沿 > 轴 的 
动力 学 平移 对 称 被 破坏 , 动力 学 空间 不 再 是 M = R? — {0}, 而 变 为 M = R {z}, 
三 维 空间 去 掉 “z” 轴 , 但 二 者 是 拓扑 等 价 的 。 电 荷 线 的 轴 对 称 电 场 是 


E= "ze, + yey) (3.4.1) 
EP r? =r? +y. — — 引入 参数 
C 
则 有 
N EN ell a 
ME = qz |s: By Sy Z -2 - 173 "s (3.4.2) 
alge ne 9g. Tg 
my = gz |s- r Sy =| 2 ~ 973 S. (3.4.3) 
"EM y r 
mz--q4 5E 一 yz; | (3.4.4) 
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目 旋 运动 方程 


y 


S, = —qż EZ, ES EM 


M gq « 1 及 初 条 件 2(0) = 0 时 , 计算 到 q 的 线性 项 , 可 得 近似 解 


$0 


j=0 


其 中 
2 Se(0)y(0) = S,(0)z(0) 
r (0) 


3 ; QT c 
9z 一 一 0 ES 一 "E Sy 十 di 738; 


Y .T E 
Sy=q lE 一 $5 Sz + 42758, 


. B9 . 


(3.4.5) 
(3.4.6) 


(3.4.7) 


(3.4.8) 
(3.4.9) 
(3.4.10) 


(3.4.11) 


是 由 初 位 置 和 自 旋 初 始 值 确定 的 常数 , 中 子 沿 z 方向 不 是 自由 运动 。 忽略 z 方 同 的 


运动 2 —0, 自 旋 运 动 方程 的 解 是 


Sz (t) = S, (0) cos(qp(t)) + Sy(0) sin(gp(t)) 
Sy(t) = —Sz(0) sin(ge(t)) + S, (0) cos(qv(t)) 


S,(t) = S,(0) 


自 旋 绕 z 轴 进 动 , 其 中 
y(t) = ean 


x(t) 


3.4.1 是 中 子 坐 标 空间 轨道 运动 和 自 旋 进 动 的 示意 图 。 


图 3.4.1 轨道 运动 和 自 旋 进 动 


(3.4.12) 
(3.4.13) 
(3.4.14) 


(3.4.15) 
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作业 3.3 ”如 图 3.4.1 所 示 , 但 中 子 自 旋 极 化 和 轴 对 称 电 场 垂直 (z fH), 证 明 
中 子 沿 圆周 轨道 绕 电荷 线 一 周 后 相互 作用 部 分 作用 量 的 变化 就 是 内 京 角 动 量 ( 差 
-2r), 证 明 它 是 一 拓扑 不 变量 , 和 运动 速度 和 圆周 半径 均 无 关 。 
3.4.2 dE Abel 规范 场 和 微分 联络 

忽略 沿 z 方 同 的 运动 , 得 到 近似 拉 氏 量 为 


L £z: Lg + Li 
自 旋 -轨道 相互 作用 部 分 是 | | 
Tim 95,2 (3.4.16) 
可 写 为 
L;=A-? 


其 中 , 等 效 和 失势 即 非 Abel 规范 场 在 平面 极 坐 标 中 可 写 为 
A= * S.e, (3.4.17) 


eo 为 角 方 回 单 位 矢量 。 规 范 场 在 坐标 原点 ( 线 电荷 的 位 置 ) 有 奇异 性 , 除去 坐标 原 
Fa, 拉 氏 量 定义 的 空间 是 
F-MxS! 
M = R? — 0 是 除去 坐标 原点 的 二 维 平面 , 而 S! 表示 一 维 环 , 因为 自 旋 S. 是 
守恒 量 , 自 旋 空间 退化 成 51。 


dy 


是 一 个 Wess-Zumino 相互 作用 项 。 微 分 联络 一 次 式 (connection one-form) 


w= A-dr=qS,dy (3.4.19) 
是 封闭 的 (closed) 也 即 微分 二 次 式 (two-form) AS 
dw =0 (3.4.20) 


但 不 是 确定 的 (not exact), 因为 微分 联络 一 次 式 没 有 确定 的 积分 。 我 们 看 到 ， 自 旋 
模型 的 非 Abel 规范 场 和 点 电荷 AB 模型 的 规范 势 类 似 , 但 自 旋 模 型 多 一 个 自由 度 
S', 目 旋 可 绕 z 轴 进 动 , 如 果 选 沿 电荷 线 轴 (z 轴 ) 极 化 的 自 旋 , 51 收缩 成 一 个 点 ， 
自 旋 模 型 则 退化 为 AC 模型 , 在 不 考虑 自 旋 内 豪 结 构 情 况 下 , 和 AB 组 态 等 价 。 


3.4.3” 非 Abel 几何 相位 和 分 数 自 旋 
平面 极 坐 标 中 和 变量 ruo 315588 86 LE Mh 9E 
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L = a = mr? + gs, 
Op 


显然 LS 是 绕 z 轴 的 总 角 动 量 , 包含 粒子 空间 运动 角 动 量 mr? o AKA APE 
合 的 内 课 角 动量 部 分 q5., 量子 化 的 自 旋 角 动 量 是 


$. = ns (3.4.21) 
Hamilton 算 符 为 
> R? 0 tr 
Hm pe lea. 十 Py (x -— ida. )| (3.4.22) 
波 函 数 有 和 AB 态 类 似 的 不 可 积 相 同 因 子 非 Abel 几何 相位 
V = vo(r)ei$?: S” dr’ jo) (3.4.23) 


可 导致 相位 干涉 效应 。 
lo) = c++)+c-|-) 


是 任意 自 旋 态 , vo(r) 表示 自由 粒子 空间 波 函 数 。 
正则 角 动 量 和 力学 角 动 量 算 符 分 别 是 


[e E = TA (3.4.24) 
自 旋 -轨道 耦合 提供 了 一 个 非常 自然 和 直观 的 分 数 自 旋 (任意 子 ) 量子 力学 模 
型 , 总 角 动 量 本 征 态 应 该 是 
WE) = -二 (3.4.25) 
对 应 的 正则 角 动 量 和 力学 角 动 量 量 子 数 分 别 为 
l= m+ ; 


ly, zm 


力学 角 动 量 (在 我 们 的 模型 中 是 轨道 角 动 量 ) 本 征 值 是 整数 , 而 正则 角 动 量 (轨道 
加 内 豪 角 动量 ) 本 征 值 依赖 于 参数 q。 当 q 为 整数 时 , 该 模型 覆盖 了 Bose 和 Fermi 
子 自 旋 : 奇数 q 是 Fermi F, 偶数 q 是 Bose 子 。 非 整数 q 则 是 任意 子 。 
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3.4.4 AC 效应 和 中 子 干涉 实验 


对 于 自 旋 极 化 粒子 , 假定 自 旋 极 化 方向 沿 * 轴 , 因而 方程 (3.4.23) 中 自 旋 态 lo) 
是 o, 的 本 征 态 
lo) = |+) 
dE Abel 几何 相位 退化 为 通常 的 U (1) 规范 场 几何 相 AC 相位 
V = wo(r)eti3 /* de’) +) (3.4.26) 


1. 中 子 干涉 实验 

3.4.2 是 为 验证 AC 效应 的 中 子 干 涉 实验 示意 图 , 分 为 两 路 径 “1” 和 “2” 的 
中 子 束 分 别 经 过 和 运动 方向 垂直 、 相 互 反 向 的 电场 , 例如 平行 板 电 容器 内 的 匀 强 电 
场 , 假定 电场 强度 为 Eo 


图 3.4.2 ”中 子 干涉 实验 示意 图 


2. 经 典 动力 学 方程 和 Larmor 进 动 角 
忽略 掉 电 场 不 均匀 性 引起 的 力作 用 , 中 子 的 质心 运动 方程 近似 为 自由 运动 
mr —0 


假定 路 径 “1” 的 中 子 运动 沿 y 方向 , 电场 沿 zx 方向 (图 3.4.2)。 经 典 自 旋 在 外 电场 
中 的 运动 方程 是 


| E 

$,-— = Sy (3.4.27) 
， pE 

S = Sy (3.4.28) 

$5.=0 (3.4.29) 


y 是 中 子 运动 速度 , 路 径 “2” 中 的 电场 反 向 。 自 旋 绕 z 轴 进 动 , Larmor 进 动 频率 是 


3.4 轴 对 称 静 电场 中 的 中 子 动力 学 和 AC 效应 3 - 


若 中 子 在 电场 中 的 运动 时 间 为 T, 则 Larmor 进 动 角 可 求 得 为 
N = wT = ql = 2xa (3.4.30) 
l| 是 粒子 在 电场 中 运动 的 路 程 。 
3. 中 子 物质 波 干涉 及 理论 解释 
很 容易 得 到 在 +r 方向 的 电场 中 (路 径 1, 2) 的 Hamilton 算 符 是 


a -B f[d _ ig. l? 
Hee. E F 3.| (3.4.31) 
波 函 数 有 非 Abel 几何 相位 
到 一 Wo(y)e tY o) (3.4.32) 


当中 子 自 旋 沿 和 外 场 及 运动 方向 垂直 的 方向 (z 轴 方 向 ) 极 化 时 , 3E Abel 几何 相位 
退化 为 U(1) 规范 场 相位 (AB 相 ), 我 们 可 得 到 AC 相位 干涉 , CA AB 效应 对 等 
(再 次 强调 , 不 涉及 自 旋 内 让 结 构 )。 因 为 实验 中 用 的 是 热 中 子 ， 自 旋 无 极 化 ， 如 前 
所 述 , 应 选 自 旋 相 干 态 。 沿 空间 任意 方向 n 极 化 的 中 子 在 路 径 “1” 和 “2” 的 自 旋 
相干 态 分 别 是 


|m+)1 = cos je e'™4/4) 十 sin e erit) (3.4.33) 
In+)2 = cos se Fema) + sin Tei¥eir|-) (3.4.34) 
到 达 计 数 器 的 自 旋 态 为 
Ix) = ne + |n+)2) (3.4.35) 
粒子 数 几 率 为 

In = (1 + coszq) (3.4.36) 

对 于 热 中 子 , 粒子 数 几率 应 对 所 有 极 化 方向 求 平均 
I = = fh sin @d@dy = (1 + cos xq) (3.4.37) 


自 旋 相 干 态 上 自 旋 算 符 期 待 值 的 时 间 演 化 和 经 典 自 旋 满 足 相同 的 方程 。 结论 : 热 中 
子 实验 结果 应 被 解释 为 Larmor 进 动 角 引 起 的 干涉 。AC 效应 的 实验 验证 , 应 采用 
沿 z 轴 极 化 的 中 子 。 区 别 在 于 前 者 有 动力 学 解释 , 而 后 者 是 拓扑 相位 干涉 , 无 动力 
学 对 应 ( 裸 粒子 角度 )。AC 效应 仅 是 自 旋 -轨道 耦合 动力 学 模型 的 一 特殊 或 者 极限 
情况 。 
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3.5 JAS PH Be BRA 
原子 中 电子 在 中 心力 场 中 的 Hamilton RASA 


H = Ho 十 Hap (3.5.1) 


p? 
Ho — 2m 十 V(r) 


其 中 , V(r) 表示 库仑 势 , 自 旋 -轨道 耦合 项 , 用 本 章 中 给 出 的 公式 表示 为 


Hep = -F(E x$).S (3.5.2) 


# S= 7^ 表示 自 旋 算 符 , 则 自 旋 磁 矩 常数 是 


中 心力 场 电场 强度 可 表示 为 
LAs (3.5.3) 
er dr 
因为 
pr 
和 轨道 角 动 量 定义 
L=rxo 
因而 自 旋 轨道 Hamilton 4H 
Hp = " dur ‘Co (3.5.4) 


2m?c? rdr 
公式 中 的 1 代表 无 量 纲 的 轨道 角 动 量 算 符 , 而 o 则 是 Pauli 算 符 。 自 旋 - 轨 道 看 合 
导致 原子 光谱 的 精细 结构 。 


3.6 半导体 中 的 目 旋 -轨道 看 合 


半导体 介 观 体系 中 的 自 旋 - 轨 道 耦合 和 二 维系 统 中 基于 自 旋 -轨道 耦合 的 自 旋 
Hall 效应 研究 , 近年 来 引起 广泛 的 注意 , 因为 人 们 寄 希 望 于 开发 出 自 旋 量子 器 件 。 
我 们 仍然 从 自 旋 粒子 的 经 典 拉 氏 量 出 发 , 只 考虑 自 旋 轨 道 耦合 Hamilton Æ, 方程 
(3.1.13) 的 Hamilton 量 中 


E=-VV (3.6.1) 
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和 


p = hk 
以 及 
S = 5e 
自 旋 轨 道 耦合 Hamilton 
Hy, = p o- (VV x k) = -E ox x k) - VV (3.6.2) 


3.6.1 Rashba 耦合 


H EIERE ER CRU, 通常 很 小 , BEE Sp rh ARA H E PURA 
劈 裂 在 同一 量 级 时 ， 由 外 场 引 出 的 自 旋 轨 道 耦合 不 能 忽略 ,方程 (3.6.2) 在 文献 中 
的 形式 为 
reak ka (3.6.3) 
WR Rashba 自 旋 轨 道 耦合 ， 和 波 矢 k 是 线性 关系 ，z 是 外 场 方向 单位 矢量 , a 是 
和 不合 系数 。 
3.6.2 Dresselhaus 耦合 
男 一 种 被 称 为 Dresselhaus 耦合 的 Hamilton 算 符 可 写 为 
Hs Ho (3.6.4) 
其 中 
B(k) = Blk. (kz — ky)ez + ky(k? — k2)ey + ks (k? — k2)e;] (3.6.5) 
Fe Hn E PI BE RI, 对 波 矢 k 的 依赖 是 非 线 性 的 。 


3.7 附录 : 上 自 旋 运 动 方程 的 推导 


作用 量 对 空间 坐标 变 分 很 容易 得 到 运动 方程 (3.1.7)， kcu (3.1.9) 中 的 


拉 氏 量 计 算 。 自 旋 运 动 方程 则 可 由 对 9 变 分 求 得 , 自 旋 一 = ; 表示 的 微小 变 分 的 p 
形式 是 
ôg = ie: og 
ôg! = —ig le- ø 
€ 是 无 穷 小 量 。 
最 小 作用 量 原理 为 
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as = i [BLo + SLijdt = 0 (3.7.1) 
RA g 和 g 的 微小 变 分 定义 式 并 用 方程 (3.1.4), 则 可 分 别 得 到 
Lo = iAMTrlcs3g-10 + 03g 18g) = —Tr[S. 0€. 0] = -2S.e (3.7.2) 
和 
8L;— Mm [区 + go38g ^!) c 4 B) 4 
=~ sx =~" +SxBle (3.7.3) 


因子 “2” 来自 对 2 x 2 单位 矩阵 求 迹 。 把 方程 (3.7.2) 和 方程 (3.7.3) 代入 最 小 作用 
量 原理 方程 (3.7.1), 并 用 分 部 积分 , 则 得 自 旋 运动 方程 (3.1.8)。 
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4.1 引 = 


当 一 个 量子 系统 的 多 重 参数 随时 间 绝 热 演化 时 , 系统 会 保持 在 其 初始 本 征 态 ， 
Berry 首次 提出 ， 除 遂 常 的 动力 学 相 因 子 外 , 还 附加 一 个 依赖 参数 空间 路 径 的 相 因 
T. 即便 参数 演化 回 到 其 初始 值 ， 附加 相 因子 也 不 为 零 , 而 仅 取决 于 参数 空间 闭合 
路 径 的 几何 特性 ， 现 称 为 Berry 相位 或 几何 相位 。Simon 指出 , Berry 相位 其 实 是 
U (1) JE2KJÀ (Hermitian bundle) 由 Bott-Chern 联络 产生 的 反常 和 乐 (anholonomy), 
接着 Aharonov 和 Annada 把 绝热 近似 的 条 件 去 掉 ， 得 到 周期 演化 系统 的 几何 相 ， 
ERA AA 相 因 子 ， 它 等 同 于 时 间 周 期 变化 的 Flouque 波 函 数 相位 。Wilczek 和 
Zee 讨论 简 并 态 的 几何 相 因 子 , 把 U (1) EKA S UN) 情况 , 并 第 一 次 在 非 
相对 论 量子 力学 中 提出 了 非 Abel 规范 场 概 念 。 几何 相 因子 理论 的 重要 应 用 是 解释 
了 整数 量子 Hall 效应 和 反常 Hall 效应 等 。 另外 ， 几 何 相 位 只 依赖 演化 路 径 的 几何 
特性 , 具备 内 在 的 抗 错 能 力 , 因而 提供 了 一 抗 错 量子 计算 的 途径 。 最 近 的 研究 是 把 
量子 多 体系 统 的 几何 相 因子 和 量子 相 变 连 在 一 起 ， 讨 论 临界 点 邻 域 的 几何 相 因 子 
临界 行为 。 本章 中 , 我 们 介绍 量子 态 时 间 演 化 的 一 般 理论 和 几何 相 因 子 的 引入 及 其 
几何 解释 、U(1) 龙 米 从 、 平 行 移动 和 反常 和 乐 的 基本 概念 。 提 出 了 用 含 时 规范 变 
换 求 量子 态 时 间 演 化 精确 解 和 几何 相 的 普遍 方法 及 其 应 用 例 ， 特别 是 在 量子 化 光 
场 系 统 中 的 应 用 。 基 于 分 子 磁体 系统 的 非 Abel 规范 场 物理 模型 则 是 在 非 相 对 论 量 
子 力学 中 实现 场 理 论 概 念 的 尝试 。 


4.2 非 简 并 瞬时 本 征 态 和 绝热 Berry 相位 
若 Hamilton REAM), 它 就 不 是 守恒 量 


换 句 话说 , 不 是 好 量子 数 。 若 A 有 非 简 并 瞬时 本 征 态 
H(t)|n(t)) = En(t)|n(t)) (4.2.1) 


含 时 Schrédinger 方程 的 通 解 为 


- 70- 第 4 章 ”量子 态 的 时 间 演 化 和 几何 相位 


v(t)) = 5 ^ c«(t)In(t)) (4.2.2) 
RAE Schrödinger 方程 
AD cnln(t)) +18 n In(t)) = D lEn) (4.23) 


得 到 展开 系数 的 微分 方程 为 


ih, + ih Y ^ e (m(t) < In(£)) = est) Em (0 (4.2.4) 
利用 绝热 近似 条 件 
(m(t) = |In(4)) =0, msn (4.2.5) 
得 到 | 
elt ek So BEmtt )dt einm(bcn(0) (4.2.6) 
其 中 多 出 的 相 因子 为 
m0) =i f. (mL ear (4.2.7) 
若 系统 通过 多 重 参数 含 时 , 例如 
R(t) = (Ra (t), R2(t), Rs(t),--) (4.2.8) 
且 经 过 时 间 T 后 回 到 初始 值 
R(0) = R(T), 户 (0) = A(T) (4.2.9) 
这 时 附加 相位 变 为 
T . a 
Ym(T)=i | (6s (RR Zm CR) 
sj j A(R)-dR (4.2.10) 
Berry 引入 等 效 矢 势 的 概念 
A(R) = (m (RI zs | (RO) (4.2.11) 
通过 环 路 所 围 面积 的 通 量 为 
m(T) = iff E x A(R) | as (4.2.12) 
PAE ELE ey 
w=A-dR 


称 为 联络 一 次 式 (connection one-form), 即 厄 米 从 的 Bott-Chern 联络 , 而 


0 


是 Berry 曲率 (Berry curveture)。 


4.3 周期 演化 和 AA 相位 As 


4.8 周期 演化 和 AA 相位 


Aharonov 和 Annada 把 绝热 近似 条 件 去 掉 ， 得 到 周期 演化 系统 的 几何 相 ， 也 
称 为 AA 相位 。 如 果 Hamilton 依赖 的 含 时 参数 是 周期 演化 的 , 周期 是 T, 例如 


R(t -- T) = R(T) 

则 Hamilton 算 符 也 具有 周期 性 
H(t+T} = H(t) 
定义 一 时 间 平 移 算 符 人 
| T|w(t)) = Iv(t + T)) 


T~"\(t)) = |v(t — T)) (4.3.1) 
因为 Hamilton 算 符 的 周期 性 
TÉ(t)T-! = A(t+T) = H(t) (4.3.2) 
它 和 时 间 平 移 算 符 对 易 E 
[8,1] — 0 


因而 有 共同 的 本 征 态 , 假定 
T|v(t)) = Alv(t)) 
用 时 间 平 移 算 符 的 特性 , 不 难得 到 时 间 平 移 算 符 的 本 征 值 是 
A = eO 


k(t) 是 时 间 的 实 线性 函数 , Hamilton 算 符 和 时 间 平 移 算 符 的 共同 本 征 态 是 Flouque 
态 


v(t)) = e? u(t)) (4.3.3) 
其 中 
ju(t + T)) = |u(t)) 


"" 
位 k(T) 中 除去 通常 的 动力 学 相位 ， - J (u(£) Er (£)ju(t))dt 外 还 有 一 个 几何 相 
0 


ym) =i $ uBR -AR (4.3.4) 


和 前 面 一 样 , 这 里 我 们 仍然 假定 了 系统 通过 多 重 参数 R SH. 
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4.4 含 时 规范 变换 和 规范 固定 
Schródinger 方程 中 d 
in— |v) = A(t)lv) (4.4.1) 
Hamilton 算 符 显 含 时 间 ,， 作 一 含 时 规范 变换 
lw’) = U(t) |v) (4.4.2) 


其 中 , U E-EN ERR, 代入 原 Schrödinger HEH, 得 到 形式 不 变 的 Schrödinger 
方程 


. d rf 
ih- |b") = Hy) (4.4.3) 
其 中 
H' -ÜHÜ!-— inU =U" (4.4.4) 


是 新 规范 中 的 Hamilton 算 符 。 若 使 用 原 规范 中 的 Hamilton 算 符 瞬时 本 征 态 
H|n(t)) = En (t)In(t)) (4.4.5) 


mi H 
lu) = >》 en|n(t)) 


则 
= $ cn(t)Ûln(t)) (4.4.6) 
代入 方程 (4.4.3) 得 到 的 Berry 相位 不 变 。 应 当 强 调 的 是 只 当 在 固定 规范 , 即 选 原 
规范 的 定 态 Schrödinger 方程 (4.4.5) 条 件 下 , 才 有 不 变性 , 但 瞬时 定 态 Schrödinger 
方程 不 是 规范 变换 不 变 的 ,， 即 
In'(£)) = U|n(t)) 

不 是 新 规范 中 Hamilton BH A’ 的 本 征 态 。 很 容易 验证 

H'|n'(t)) = (5. — ih — 50") \n’(t)) (4.4.7) 


MAA, WR A’ 的 瞬时 本 征 态 ， 则 得 到 不 同 的 动力 学 相位 和 Berry 48. 特别 
E, 当 H' 的 本 征 态 不 含 时 间 时 ,， 则 只 有 动力 学 相位 ， 因 而 ， 计算 Berry 相 必 须 固 
定 规范 。 这 里 我 们 强调 , 固定 规范 指 选 定 Hamilton 算 符 及 相应 的 瞬时 本 征 态 。 


4.5 “坐标 和 动量 空间 的 几何 相 . 73 ， 


4.5 坐标 和 动量 空间 的 几何 相 


以 上 , Berry 相位 的 论述 是 基于 多 重 参数 含 时 Hamilton 系统 , 参数 空间 也 可 是 
坐标 或 动量 , 我 们 分 别 给 出 坐标 和 动量 空间 演化 的 几何 相位 。 
4.5.1 ”带电 粒子 环绕 磁 通 运动 的 几何 相位 一 一 AB 相位 
考虑 与 一 无 限 长 磁 通 线 6 = ao (如 前 定义 @ 是 磁 通 的 量子 单位 ) 垂直 的 二 
维 平面 内 有 一 受 限 带电 粒子 ,电荷 为 e, 例如 ,带电 粒子 被 约束 在 一 个 介 观 球形 腔 
内 ， 小 球 可 在 除去 磁 通 位 置 ( 选 为 坐标 原点 ) 外 的 平面 内 运动 , 假定 小 球 中 心 坐 标 
为 Rt), 根据 第 2 章 中 的 讨论 , 带电 粒子 的 波 函 数 显然 可 写 为 Dirac 不 可 积 相 因子 
形式 
lp(R(b)》 = est S" AIR’) AR Ju) (4.5.1) 
其 中 
= Re? (4.5.2) 
A CE REIR M E A E AR F AB s A DER AY REI, e FE FATT I8] 
单位 矢量 。|w) 表示 带电 粒子 在 球形 腔 内 的 态 (束缚 态 )， 因 为 磁 通 规范 场 不 可 能 对 
局 域 在 球形 腔 内 的 带电 粒子 的 运动 产生 任何 作用 ,因而 , 内 态 ju) 与 磁 通 无 关 也 和 
小 球 的 位 置 无 关 。 当 小 球 在 空间 沿 一 闭合 路 径 绝 热 移动 (保持 内 部 态 不 变 ) 回 到 起 
始 位 置 时 , 几何 相位 可 由 前 面 推导 的 公式 4.2.10 (小 球 位 置 丸 看 作 参 数 ) 直接 计算 


y-i $v (BAER) dR 
e 
ET j A-dR (4.5.3) 


这 正 是 AB 相位 ,， 当 闭合 路 径 环 绕 磁 通 时 
了 三 土 2TQ 


+ 分 别 表示 顺 时 针 和 道 时 针 方 向 旋转 一 周 ， 当 闭合 路 径 不 环绕 磁 通 时 ， 则 几何 相 
为 零 
y=0 


我 们 完全 用 物理 的 图 像 和 语言 , 解释 了 坐标 空间 的 几何 相位 , 证 明 它 和 AB 相 一 致 ， 
更 数学 的 语言 是 , 沿 给 定 路 径 平 行 移动 (parallel transport) 定 态 波 包 。 


4.5.2 U(1) EXA, 平行 移动 和 反常 和 乐 
方程 (4.5.1) 定义 的 态 矢 |w(R)) 实际 上 是 定义 在 参数 空间 (坐标 为 R) 的 
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U (1) 厄 米 从 截面 , 存在 一 自然 的 微分 联络 一 次 式 
w = A - R = adọ (4.5.4) 


考虑 参数 空间 一 闭合 路 径 c, 其 上 的 坐标 R(t) 可 用 t 参数 化 , t 可 看 作 时 间 ， 从 
t=O 开始 , t=T 回 到 起 始点 , 在 路 径 c 上 的 态 矢 为 


IU. (R(t))) =e Rt) (4.5.5) 


Io. (R(0))) = |V(R)) 


相 因 子 yet) 只 依赖 路 径 c 的 参数 t, 该 态 矢 则 是 一 和 乐 群 元 (holonomy group ele- 
ment), 平行 移动 要 求 Lie FRA, B 


Lais (RO) = [5 +B: i 
把 态 矢 方程 (4.5.5) RAR (4.5.6), 演化 一 周 的 几何 相位 y.(T) 就 是 方程 (4.5.3)。 非 
零 和 整数 2r 的 几何 相 是 由 于 非 整 数 磁 通 和 多 连通 空间 共同 导致 的 反常 和 乐 (quan- 
tum anholonomy)。 称 其 为 反常 是 相对 正常 而 言 , 通常 的 量子 和 乐 对 应 的 几何 相位 
只 能 是 零 或 2r 的 整数 倍 , 这 也 正 是 磁 通 量子 化 和 整数 量子 Hall 效应 的 几何 原因 。 


4.5.3 ”动量 空间 , 能 带 中 Bloch 电子 动力 学 和 整数 量子 Hall 效应 


周期 势 场 中 的 波 函 数 是 空间 周期 调制 的 平面 波 , BI Bloch 波 , 作 Fourier 变换 ， 
把 格 点 波 矢 换 到 动量 空间 (或 者 波 矢 空间 ) P, 几何 相位 是 


v.(R(t))) — 0 (4.5.6) 


“im =i j (us (| rum (k)) -dk 
=i ff Qm -ds (4.5.7) 
lus (e) 是 能 带 波 函 数 , m 是 能 带 指标 ,其 中 
ð ð 
Nm = Ok x (Um (k)| zc lum (k)) (4.5.8) 


是 Berry 曲率 。 动量 空间 几何 相 已 被 广泛 应 用 于 凝聚 态 理论 中 。 
对 于 空间 二 维 平面 格 点 ，Berry HEA k 空间 平面 垂直 


ð 0 0 ð 
ii 一 (Cac gm) = gg 3c )] (4.5.9) 


Ym =i || onakiat (4.5.10) 


几何 相 是 


4.6 不 变量 和 规范 不 变 的 相位 .75 . 


用 均匀 磁场 中 的 二 维 格 点 模型 , Thouless 推导 出 用 几何 相位 表示 的 Hall 电导 
| on = mE (4.5.11) 
对 于 单 连通 二 维 平面 ， 只 能 有 正常 量子 和 乐 , 几何 相位 必须 是 
Ym = 2n1 (4.5.12) 


n 是 整数 ， 即 陈 数 ， 从 而 给 出 了 整数 量子 Hall 效应 的 几何 解释 。 
如 果 能 带 中 Bloch 电子 波 包 质心 坐标 和 波 矢 (动量 ) 表示 为 re 和 k。, 质心 速 
度 方程 是 
= (4.5.13) 


第 一 项 的 意义 很 明显 , 第 二 项 则 是 新 发 现 (有 兴趣 的 读者 可 参看 相关 文献 )。 几何 相 
位 在 凝聚 态 的 有 关 问 题 中 起 极其 重要 的 作用 。 


4.6 不 变量 和 规范 不 变 的 相位 


Hamilton 量 显 含 时 间 的 系统 中 , Hamilton 不 是 守恒 量 , 能 量 也 不 是 好 量子 数 ， 
因 和 “外 界 ” 有 能 量 交 换 , 较 合理 的 作法 是 选 一 厄 米 不 变量 (FER), 以 它 的 本 征 
态 作 基 矢 。 用 厄 米 不 变量 处 理 含 时 系统 量子 化 , 最 早 由 Lewis 提出 。 假 定 了 是 厄 米 
算 符 ,守恒 量 的 条 件 是 其 时 间 全 导数 为 零 


LP ET (4.6.1) 


则 了 是 不 变量 ， 不 变量 的 本 征 值 是 好 量子 数 ， 不 随时 间 变 化 。 假 定 了 有 瞬时 本 
征 态 


Îin(t)) 2 An|n(t)), (m(t)|n(t)) = Om,n (4.6.2) 
很 容易 证 明 ,， 其 本 征 值 是 常数 3 
ET =0 (4.6.3) 
|w(t)) 用 万 米 不 变量 本 征 态 展开 
Iv(t)) = M en(t)In(t)) (4.6.4) 


代入 含 时 Schrodinger 方程 
ih Y nDNA) HAS n EnO) = Y eso) (4.6.5) 
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ZEKE (m(t)| 
iie, (t) = 》 en(m(t)| - ine + A\n(t)) (4.6.6) 


T 


利用 不 变量 的 定义 很 容易 证 明 下 面 矩阵 是 对 角 的 ,， 即 


(m(t)| 一 ih + H|n(t) -0, mn (4.6.7) 
系数 方程 (4.6.6) 的 解 是 
cm (t) = e? (de (0) (4.6.8) 
其 中 
mlt) = F JI (m(t' ih — Fi|m(t’)) at (4.6.9) 


是 规范 不 变 的 相位 , 由 Lewis 和 Riesefeld 首次 得 到 。 如 果 引 入 参数 空间 闭合 路 径 ， 
第 一 项 即 给 出 Berry 几何 相 因 子 。 


作业 4.1 证 明 
(1) 
dA, 
79 (4.6.10) 
(2) , 
(melih 一 H|n(t)) 2-0, mn (4.6.11) 
容易 证 明 ym 是 规范 不 变 的 相位 , S 
Im" (t)) = Ü (t)|m(t)) (4.6.12) 
Ü(t) 是 含 时 么 正 变 换算 符 ， 即 
T 
YT) = = ai (m (ih — B^m'(£))dt = 5 (T) (4.6.13) 
其 中 | 
B = “in 0 +080" (4.6.14) 
是 新 规范 中 的 Hamilton 算 符 。 


4.7 含 时 系统 精确 解 的 规范 变换 方法 


含 时 规范 变换 可 作为 一 种 精确 求解 含 时 系统 Schrodinger 方程 的 方法 , 该 方法 
的 基本 思路 是 构造 一 个 适当 的 么 正 算 符 U(t), 使 在 新 规范 中 的 Hamilton 算 符 A’ 


4.7 含 时 系统 精确 解 的 规范 变换 方法 OTT 


的 瞬时 本 征 态 或 本 征 值 不 随时 间 变 化 ， 直 接 得 到 精确 解 。 我 们 下 面 先 给 出 基本 方 
法 , 然后 举例 解释 其 应 用 。 新 规范 中 的 态 矢 


Iw" (t)) = DUE) w(t)) (4.7.1) 
满足 的 Schrédinger 方程 是 
in Iv! (t)) = ry 0) (4.7.2) 
Hamilton 算 符 变 为 
= -inb ût +080 (4.7.3) 


我 们 可 构造 么 正 变换 算 符 U 使 HU 的 本 征 态 不 显 含 时 间或 者 本 征 值 是 好 量子 数 ， 
即 A’ 是 不 变量 。 在 两 种 情况 下 , 都 可 以 Ht 的 本 征 态 作 基 矢 展开 得 到 精确 解 ， 无 
须 引 入 绝热 近似 。 退回 原 规范 , 则 得 到 无 绝热 近似 的 Berry 相 和 时 间 演 化 算 符 。 

不 失 一 般 性 , 我 们 这 里 只 考虑 A 的 本 征 态 不 显 含 时 间 , 第 二 种 情况 (A 是 不 
变量 ) 的 推导 和 上 节 不 变量 一 样 , 无 须 在 此 重复 。 | 


4.7.1 ” 特 解 和 几何 相位 
T H' 的 本 征 态 是 E). 它 不 显 含 时 间 


H'|E') = E'(t)| E") (4.7.4) 
当然 一 般 情 况 下 本 征 值 E' (6) 是 含 时 的 。 因 为 E) 不 显 含 时 间 , 故 有 特 解 
IU (£)) = e7 $ Jo Ear E’) (4.7.5) 


两 边 乘 以 Ü'(t), 回 到 原来 规范 
Ii (t) = Ü' (tug (t)) =e“ * Jo P Ort (e)! 

—e- Jo (E'IH'LE')dr | p(t)) 

= Jo (E'|-ihû UO" +0 AR'E')dr) p(t)) 

=e Ee k Jo (EAIE()) dr | p(t) (4.7.6) 
若 系 统 随 多 重 参 数 Rt) FN, 且 经 时 间 T 后 参数 演化 回 起 始 值 R(t--T)— R(t), 
几何 相位 是 

T 

ye=i | (0S IEW) dt 


=i j (EG) 5 LEQR)) .dR (4.7.7) 


应 该 说 明 , 我 们 得 到 的 是 含 时 精确 解 ， 无须 绝热 近似 。 同 时 也 应 注意 , |E(t)) 一 般 
情况 不 是 A 的 瞬时 本 征 态 。 
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4.7.2” 通 解 和 时 间 演 化 么 正 算 符 
若 本 征 态 和 拓 |E') 不 显 含 时 间 


H'|E,) = Ej (t)|E;) (4.7.8) 
Schródinger 方程 T 
nce) = A'\y'(t)) (4.7.9) 
的 通 解 可 简单 地 表示 为 
2^ * Jo ; E, (r)dr,, / A24 
= pr Jo B'ara (9)) | (4.7.10) 
其 中 
cnl E 0)|v(0)) (4.7.11) 
表示 初 态 。 


方程 (4.7.10) 两 边 作用 O' (0) 返回 到 原 规范 , 可 得 到 任意 态 从 |w(0)) 到 l) 
的 时 间 演 化 算 符 l 
W(£)) == Ut, 0))(0)) (4.7.12) 


时 间 演 化 么 正 算 符 是 
M(t,0) = Üt(t)e- X Jolin 3t 0 «0 AO" Ar GQ) (4.7.13) 


4.7.3 SU(2) 和 SU (1, 1) 含 时 系统 精确 解 和 几何 相位 


考虑 含 时 系统 的 Hamilton 算 符 是 SU(2) 或 者 SU(1,1) Lie 代数 生成 元 (basis 
elements) 线性 组 合 ， 形式 为 


H = EKo + G[K , e 0 + K_e i?) (4.7.14) 
生成 元 算 符 对 易 关 系 是 
(Ko, Ky] = E Áo, [K,, K ]=DKo (4.7.15) 
其 中 
D=+2 


分 别 表示 SU(2) 和 SU(1,1) Lie 代数 生成 元 对 易 关 系 。 该 Hamilton 算 符 有 实际 意 
N: 对 于 SU(2) 系统 , 把 生成 元 看 成 相应 的 自 旋 算 符 , 而 E = uB cosh, G = uB sin6, 
u 是 耦合 系数 (这 里 是 自 旋 磁 矩 )， 则 Hamilton 算 符 描述 绕 z 轴 旋 转 的 磁场 (图 
4.7.1) 


4.7 含 时 系统 精确 解 的 规范 变换 方法 


B = B(sin 0 cos y(t), sin 0 sin y(t), cos y(t)) 
(4.7.16) 
中 的 自 旋 , 需要 强调 的 是 ， 用 含 时 规范 方法 
可 以 处 理 任意 高 自 旋 系 统 。 
SU(1,1) 对 易 关 系 的 Hamilton 则 可 描 
述 一 个 含 时 谐振 子 。 引入 Bose FE, WKE 


F., 并 令 
Ko = ; (a'a + 3 


站 二 5 (a), a ; à». (4.7.17) 


iX Hamilton 算 符 可 用 来 研究 SU(1,1) 相干 
态 及 其 压缩 特性 。 
我 们 构造 如 下 的 含 时 色 正 算 符 : 


Û = e (Eee DK -erie(9) 
其 中 , 7 是 待定 系数 。 用 对 易 关 系 
Ü K ,Ü! = K, cos? an ~ K e? (0 gin? jn 
D a . 
—XKoe sin 2" 
TE rte 2 入 让 
U K .U' = K.. cos 417— K«e VY? gin 1" 
-2 Roe sin 2" 
TOT À 
U KoU = Ko cos 5 
POER Er O 
+7 (Kye¥ +K_e ) sin 37 
^0 dy a 入 
iU —U! =2— Kosin? — 
Us, 3; Kosin 1" 


de |^ rk PLK o? 
d; sin 2 (Ke + K_e®) 


并 考虑 周期 含 时 系统 P -w 是 常数 , 只 要 待定 参数 满足 以 下 方程 : 


“dat 


入 E+h 入 
Gcos 71 — + = sin 77 


即 


. 79 . 


4.7.1 绕 z 轴 的 旋转 磁场 


(4.7.18) 


(4.7.19) 


(4.7.20) 


(4.7.21) 


(4.7.22) 


(4.7.23) 
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An, B+ hw 


cos 一 = 土 一 一 一 一 一 一 一 (4.7.24) 
2 ^J FEY hoy 
新 规范 中 的 Hamilton 算 符 则 变 为 
H' = 2Ko (4.7.25) 
2d na q Wo + hw)* + 2DG7 = (4.7.26) 
是 常数 。 
我 们 来 求 几何 相位 , 假定 |n) 是 Ko 的 本 征 态 
Koln) = kn |n) (4.7.27) 
由 于 在 新 规范 中 ，Hamilton 算 符 不 显 含 时 间 , 含 时 Schrödinger 方程 的 通 解 显然 是 
W(t)) = Y ese kkn tin) (4.7.28) 
回 到 原 规范 
[W(t)) = > ene Jo (n|Ü HU" iV 0" |n)dr [7t |) (4.7.29) 
演化 一 个 周期 后 的 几何 相位 可 用 前 面 的 对 易 关 系 (4.7.22) 求 得 为 
T 
^ 0 a 
wi f (n UU n) dt (4.7.30) 
B E + hw 
—2xk, ( T EEG. (4.7.31) 


对 于 SU(2) 自 旋 系统 ， 在 绝热 近似 下 (w = 0), 我 们 的 精确 结果 和 文献 中 的 完全 
一 致 。 
作业 4.2 ”用 方程 (4.7.18) 的 么 正 算 符 构造 一 个 厄 米 不 变量 


I(t) = Ü KoÜ? 


48 量子 化 光 场 中 二 能 级 原子 的 几何 相位 
含 时 规范 变换 的 应 用 
单 模 光 场 中 的 二 能 级 原子 在 旋 波 近似 下 的 Hamilton 量 是 


2 
H' = 》 wid} ai +2 (ad; be iet 十 al aabte'*) (4.8.1) 


i=l 


48 量子 化 光 场 中 二 能 级 原子 的 几何 相位 一 一 含 时 规范 变换 的 应 用 .81- 


BAT BRP A= 1, 应 该 说 明 , 这 一 二 次 量子 化 的 Hamilton 算 符 描述 的 是 外 场 
中 的 原子 , 把 原子 看 成 一 孤立 系统 ， 和光 场 (外 场 ) 有 能 量 交换 , 因而 Hamilton 含 
时 , 不 是 守恒 量 , 二 次 量子 化 Hamilton 算 符 的 推导 见 4.10 35$. a, a! Al b, bt 分 别 是 
原子 和 光子 的 产生 、 BRA, 满足 通常 的 Bose 子 对 易 关 系 。 

引入 帮 自 旋 算 符 表示 原子 能 级 的 产生 和 削 灭 算 符 


aha) —6, 
âlâ =6_ 
6, —ülà; — âlâ (4.8.2) 
Hamilton 算 符 变 为 
A’ = EA +2 (6. beet +ô- beet) (4.8.3) 
其 中 
Wo = w? — w1 
含 时 Schrödinger 方程 记 为 
i; IU) = H' v) (4.8.4) 
4.8.1 含 时 规范 变换 和 规范 选取 的 意义 
作 含 时 规范 变换 
li^) = U' (t) |v) 
含 时 乏 正 算 符 选 为 : E 
Ü(t) = et (4.8.5) 


代入 Schrödinger 7j f& (4.8.4) 得 

i (20) |) + i Iv) = É'Ü' |p) 
两 边 同 习 Ü Schrödinger 方程 变 为 

iU (30) |i) 十 i |b) = ÜH'Ü'! |p) 
在 新 规范 中 Hamilton 算 符 变 为 

= ORO! -这 号 人 
作业 4.3 ”证 明 
ÜbÜ! = bet, UbtDt = joie 

我 们 得 到 了 在 文献 中 的 J-C 模型 Hamilton 算 符 
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É — Ho 0 (645 +ô- it) (4.8.6) 
Ho = wb!b + Sô, 
新 规范 的 物理 意义 很 明确 , 是 把 原子 和 光 场 一 起 看 成 一 个 孤立 系统 , 在 这 一 系 
统 中 能 量 守恒 的 Hamilton 量 是 好 量子 数 。 另 外 , 作 一 么 正 算 符 是 


UO, = giflot 
的 含 时 规范 变换 , 我 们 也 可 得 到 相互 作用 绘 景 中 的 Hamilton SERE 
He? (õde o-o) n bie Mec) (4.8.7) 
4.8.2 J-C 模型 的 Berry +A 
AG Eo) 是 系统 的 能 量 本 征 态 , 不 失 一 般 性 , 假设 是 基态 
Ĥ| Eo) = Eo|Eo) (4.8.8) 
含 时 Schrödinger 方程 的 特 解 是 / 


[Wolt)) =e ^^^" Eg) 


EN e i fo (EolUH'U? |Eo)dr+i7(t)| po) (4.8.9) 
其 中 
y(t) = ~i n (本 DD Fo) dr (4.8.10) 
演化 一 个 周期 on 
m ee 
后 几何 相位 是 
T ^. ^ 
xm [| «Eliae 
= 2x (Eo|b* b| Eg) (4.8.11) 
该 相位 有 明确 的 拓扑 意义 ， 因 为 dis 
“= dt 
则 " 
f wdt = pay = 20 (4.8.12) 


我 们 再 次 见 到 了 这 一 封闭 的 但 不 确定 的 联络 一 次 式 ， 它 是 导致 反常 和 乐 的 
原因 ， 如果 前 面 的 系数 , 这 儿 是 (Eo|b*b|Eo), 是非 整数 的 话 。 


49 简 并 态 几 何 相位 和 非 Abel 规范 场 .83 . 


4.9 简 并 态 几 何 相位 和 非 Abel 规范 场 


4.9.1 简 并 态 几 何 相 


Wilczek 最 早 把 Berry 提出 的 非 简 并 态 几 何 相 位 理论 推广 到 非 简 并 态 , 并且 指 
出 参数 空间 的 等 效 矢量 势 是 非 Abel 规范 场 , 把 U(1) 厄 米 从 推广 到 U(N) 情况 。 近 
年 来 , 在 光学 和 凝聚 态 系统 中 实现 非 Abel 规范 场 已 成 为 一 热点 研究 课题 。 考虑 多 重 
参数 R(t) 含 时 的 Hamilton A(R(t)), CA N 个 含 时 简 并 基态 |n(t))e Schrödinger 
方程 的 一 般 基态 解 是 简 并 基态 的 又 加 


N 
Iw(t)) = en(t) In(t)) (4.9.1) 


代入 含 时 Schrödinger 方程 , 我 们 把 基态 能 量 设 为 零 , 把 N 个 系数 排 成 列 和 矩阵 , 则 
得 到 
y(t) =e (0) (4.9.2) 


其 中 
c(t) 


co(t 
w= | 7" 


cn (t) 
ERE, y0) 表示 其 初始 旋 量 态 。 假 定 经 过 一 长 时 间 T 后 , 参数 回 到 其 初始 值 
R(T) = R(0). JLT LL RT EL RISE PE c 
y- $ A-aR (4.9.3) 

AKERS ln] A EB E, 矩阵 元 定义 为 

Am,n = i(m(R)| In (R)) (4.9.4) 
A 是 非 Abel 规范 场 。 
4.9.2 ” 自 旋 相干 态 和 非 Abel 规范 场 的 分 子 磁 体 实现 

l. 单 轴 各 向 异性 的 分 子 磁体 模型 


考虑 单 轴 各 向 异性 的 分 子 磁 体 (有 关 分 子 磁 体 模型 的 更 多 内 容 参 看 本 书 第 5 
章 ), 例如 Mni», 其 Hamilton 算 符 可 表示 为 


H = -K $? (4.9.5) 
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K > 0 是 能 量 量 纲 常 数 , 而 S 是 无 量 纲 自 旋 算 符 , ARETHA “s. Hamilton 有 
时 间 反 演 不 变性 , 显然 有 简 并 基态 |s, +s), BD 

$,|s, s) = +s|s, +s) 
我 们 可 通过 一 空间 坐标 转动 ,使 分 子 磁体 的 易 磁 化 方向 转 到 单位 矢量 为 


= (sin 8 cos y, sin @ sin y, cos 0) 


的 空间 方向 ,这 时 两 简 并 基态 变 为 


n-S|in) = s| +n) (4.9.6) 
|tn) 称 为 自 旋 相 干 态 。 空间 旋转 乏 正 算 符 不 难 求 得 为 
广 一 e-ip5ze-igsveipS。 — e— 7(S+e'%— ~S_e-'¥) (4.9.7) 
Bp 
| +n) = U|s, +s) (4.9.8) 


把 简 并 基态 的 能 量 设 为 零 , 用 对 易 关 系 
pw cos 6 1 
OVO" =2 ^. e uix. ‘SR? oR? ep) e* $, 


+ (ikert dee) i "m 
和 非 Abel 规范 场 表 达 式 (4.9.4), 不 iic Abel 规范 场 2 x 2 和 矩阵 的 明显 表达 
式 , 对 于 高 自 旋 分 子 磁体 ， 和 矩阵 都 是 对 角 的 。 仅 当 自 旋 量子 数 s = 1/2 时 ，( 当 然 
这 已 不 是 分 子 磁体 了 ，Hamilton 算 符 也 变 为 平庸 的 常数 )， 我 们 能 得 到 非 对 角 的 非 
Abel 规范 场 矩 阵 


1 一 cosb ， ah E 
1 P e A 8 一 €o 
Ae. us sin 8 2 (4.9.10) 


1 —cos@ 
P - e 
sing ° 


沿 图 4.9.1 所 示人 参数 演化 路 径 : n 的 端点 
在 球面 上 从 北极 开始 沿 子 午 圈 向 下 到 赤道 ， 


向 东 转 2: 沿 经 度 线 向 上 返回 北极 。 几 何 相 
可 直接 计算 为 


"WA 
y= fans (7 1) (4.9.11) 


我 们 形式 上 得 到 了 和 矩阵 几何 相位 ， 它 不 


可 能 是 物理 观测 量 ， 能 测 的 量 也 许 是 其 本 
图 4.9.1 3E Abel 几何 相 积分 路 径 征 值 。 
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2. 双 轴 各 向 异性 分 子 磁 体 模型 


用 单 轴 各 向 异性 分 子 磁体 模型 ， 我 们 得 到 了 2 x 2 矩阵 非 Abel 规范 场 , 高 自 
旋 的 规范 场 矩 阵 都 是 对 角 的 。 高 自 旋 非 对 角 矩 阵 规范 场 可 用 双 轴 各 向 异性 分 子 磁 
体 模型 实现 。 双 轴 各 向 异性 分 子 磁体 Fes 的 模型 Hamilton 算 符 可 写 为 


各 向 异性 参数 满足 条 件 
K, > K2>0 


z 轴 是 难 磁化 轴 ，z 是 易 轴 。 半 整 数 自 旋 分 子 磁体 有 两 个 简 并 基态 
É|M.4) = Eo| M4) 
对 于 有 限 的 自 旋 量子 数 “s”, 不 难得 到 简 并 基态 的 解析 解 


8 


IM4) = M c&|s,m) (4.9.13) 


用 方程 (4.9.7) 定义 的 么 正 算 符 作 么 正 变换 ， 也 即 旋转 坐标 系 
|M+(R)) =U|Mx), H(R)=UAUt (4.9.14) 


则 2x2 非 Abel 规 范 场 矩 阵 可 由 方程 (4.9.4) 计算 。 
作业 4.4 s 5 的 非 Abel 矩阵 规范 场 。 


4.10 WR: 量子 化 光 场 中 的 二 能 级 原子 Hamilton 算 符 


从 场 论 的 观点 , 我 们 把 电子 在 经 典 电 磁场 中 的 Schródinger 方程 看 作 经 典 场 方 
TR. 电子 的 波 函 数 就 变 成 了 经 典 场 变量 , 它 和 电磁 场 具有 相同 的 地 位 。 所 研究 系统 
的 物理 观测 量 是 矢量 场 A 和 复 标 量 场 区 ,经 典 场 方程 是 


Oy |-R? eA\” 


V 是 电子 的 标量 势 。 我 们 用 正则 量子 化 方法 , 把 这 一 经 典 场 系统 量子 化 。 复 标量 场 
有 两 个 独立 场 变 量 y A vt, 拉 氏 密度 可 构造 为 
-ôy |- eA\? 
L = ihw a * | (vi) +V 


a T (4.10.2) 
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作用 量变 分 取 极 值 
ôS = JE =0 


两 独立 场 变量 y A y 变 分 前 的 系数 为 零 , 则 分 别 得 到 Schrödinger 方程 及 其 厄 米 
KH. S|AMIGRE y — 


Ty = ^ —ihy* (4.10.3) 
ont 


注意 到 这 一 变换 并 没有 给 出 期 待 的 正则 动量 和 广义 速度 T 之 间 的 关系 式 ， 以 使 


我 们 可 以 用 动量 密度 来 表示 广义 速度 ， 从 而 得 到 相 空间 Hamilton 密度 。 上 面 的 
关系 式 仅 是 两 场 变量 间 的 约束 关系 ， 称 这 样 的 系统 为 约束 系统 ， 其 量子 化 应 采用 
Dirac 约束 系统 量子 化 方法 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 相关 文献 。 我 们 这 里 可 形式 上 用 
Hamilton 密度 的 定义 


2 
H= n —~L=y" ES (v = r3 -LV|v (4.10.4) 
所 幸 广义 速度 正好 消 掉 。 
系统 总 Hamilton 量 是 Hamilton 密度 的 空间 积分 
H = | wnvass (4.10.5) 


用 正则 量子 化 方法 , 把 场 变 量 (物理 观测 量 ) 及 其 共 辆 变量 、( 动 量 密度 ) 变 为 算 符 ， 
对 易 关 系 是 
h(s, t), £t, (a, t)] = ihd? (a — x) (4.10.6) 


[Â (a, t), 4), (a’t)] = ih, o (x — 2’) (4.10.7) 
量子 化 光 场 中 的 原子 二 次 量子 化 Hamilton 算 符 可 写 为 
BÉ = Ho + Ê; (4.10.8) 
第 一 项 表示 原子 算 符 ,第 二 项 是 原子 和 光 场 相互 作用 


à n f —h - 
Ho = J y! (zzvi 十 v) dm (4.10.9) 


Hi; = 一 [94 . pod?z: (4.10.10) 
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相互 作用 Hamilton 中 使 用 了 Coulomb 规范 V . 4 = 0 (也 即 横 波 条 件 )， 另外， 忽 
略 了 A? 项 。 把 原子 场 算 符 按 电子 束缚 态 展 开 


Ý = ntin, (Ev + v) Un = Enun (4.10.11) 


用 本 征 态 un 的 正 交 规 一 性 , 得 到 


Ho = 》 E,ülá, (4.10.12) 
原子 产生 、 漂 灭 算 符 满足 Bose 子 对 易 关 系 。 
作业 4.5 证明 由 原子 场 算 符 的 对 易 关 系 方程 (4.10.6) 推出 原子 产生 、 渣 灭 
算 符 满足 的 Bose 子 对 易 关 系 


lân, ât] = bn_m 


BU INA. 
把 电磁 场 算 符 按 自由 场 平 面 波 展开 


A= $  & (b. esc"? 4 bf eue (790) (4.10.13) 
ka 
b 是 无 量 纲 算 符 , & ERR, ea 是 和 传播 方向 大 垂直 的 单位 矢量 , a = 1,2 表示 互 
相 垂直 的 极 化 方向 。 同 样 用 电磁 场 算 符 的 对 易 关 系 , 注意 到 平面 波 正 交规 一 性 , 不 
难 证 明光 子 算 符 的 对 易 关 系 


Dia Ops] = Ok,k’ Oca! (4.10.14) 
用 长 波 近 似 大 . rz = 0, 得 到 在 单 模 光 场 中 二 能 级 原子 的 相互 作用 Hamilton 
H; = ai 一 [4， z12ülà, — 4 .zioalal] (4.10.15) 
[eu = E» - Ei 
是 频率 量 纲 的 耦合 常数 。 


T12 = (u;|x\u2) 


e£ : 
-一 》 €a ' T12 一 一 19 
C 

a 


其 中 , g 是 实 参 数 , OCT NTA. BRARLER, 我 们 得 到 相互 作用 Hamilton $ 
符 


是 偶 极 跃迁 矩阵 元 , 令 


H; = gN’ [beit 十 bteiw[aias + Ga!) (4.10.16) 
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我 们 强调 ,在 原子 孤立 系统 中 或 者 规范 中 ，Hamilton 是 含 时 的 。 旋 波 近似 下 ， 
只 选 能 量 守 恒 的 过 程 , 重新 定义 参数 0 = 0'g, WA 


Hy, = 0 ülàjbe- t + a3álb! e^] (4.10.17) 
N BA Rabi 频率 。 
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885 路径 积分 ,量子 隧 穿 的 瞬 子 方法 
和 宏观 量子 效应 


量子 力学 是 支配 物质 世界 运动 和 变化 规律 的 基本 法 则 ， 而 描述 宏观 现象 的 经 
典 力学 一 般 来 说 只 是 量子 力学 在 宏观 尺度 下 的 近似 。 宏 观 态 是 大 量 微观 态 的 统计 
平均 , 量子 相干 性 已 不 复 存 在 , 因而 遵从 宏观 规律 , 通常 宏观 系统 的 量子 效应 并 不 
显著 , 但 在 特定 的 系统 中 量子 现象 也 可 在 宏观 尺度 下 表现 出 来 , 称 为 宏观 量子 效 
NM. 例如 , 超导体 中 的 Josephson RF, 液 氨 中 的 超 流 动 性 ， 以 及 Bose-Einstein A 
聚 等 都 是 众所周知 的 宏观 量子 效应 例子 。 研 究 宏观 态 量子 效应 的 理论 意义 在 于 了 
解 量子 力学 原理 适用 的 极限 , 也 有 实际 的 应 用 价值 , 如 开发 和 制造 量子 器 件 。 许 多 
情况 下 , 宏观 量子 现象 都 伴随 量子 隧道 效应 , 它 的 定量 计算 基于 虚 时 路 径 积分 ， 即 
瞬 子 方法 。 本 章 简单 介绍 路 径 积 分 量子 化 理论 体系 和 计算 方法 , 着 重 于 量子 隧道 的 
瞬 子 方法 及 在 分 子 磁体 宏观 量子 效应 中 的 应 用 。 本 章 瞬 子 方法 的 理论 体系 实际 上 
就 是 (1+1) HE o 场 理论 。 


5.1 量子 力学 的 路 径 积分 


把 正则 变量 换 为 算 符 , 并 赋予 对 易 关 系 , 称 为 正则 量子 化 或 者 算 符 量子 化 , 把 
物理 观测 量变 为 算 符 ， 是 其 核心 。Feynman 提出 另外 的 量子 化 方案 ， 无 须 算 符 概 
念 。 其 基本 思想 是 : 经 典 粒子 从 一 个 时 空 点 到 另 一 个 时 空 点 的 运动 沿 固定 路 径 , BD 
作用 量 最 小 的 路 径 , 而 对 量子 系统 来 说 , 所 有 可 能 的 路 径 都 对 几率 幅 有 贡献 , 结果 
是 对 所 有 路 径 积 分 , 这 也 是 路 径 积 分 名 称 的 由 来 。 在 这 一 量子 化 方案 中 没有 引入 算 
符 , 仍然 使 用 经 典 量 , BU C- 数 。 路 径 积 分 是 独立 的 量子 化 理论 , 无 须 借 助 正则 量 
子 化 的 概念 和 符号 系统 。 后 来 , 人们 证 明了 两 种 量子 化 理论 的 一 致 性 。 从 教学 的 观 
点 ， 我 们 从 熟悉 的 正则 量子 化 Schrödinger 方程 “推导 出 ”路 径 积 分 传播 子 ， 及 其 
基本 的 计算 方法 。 路 径 积 分 已 变 成 近代 场 论 的 强 有 力 工具 , 在 量子 力学 的 隧道 效应 
和 宏观 量子 现象 研究 中 也 有 重要 的 应 用 。 


5.1.1 传播 子 的 定义 和 基本 特性 
1. 传播 子 的 定义 
从 量子 力学 态 的 时 间 演 化 着 手 , 对 已 知 Hamilton BH A 的 系统 , 假定 时 间 t; 


5.1 量子 力学 的 路 径 积分 . 91. 


时 的 态 是 |w(#i)), 演化 到 时 间 te 的 态 可 用 时 间 演 化 算 符 得 到 


|v(tr)) = e- BA) p(t)) (5.1.1) 
投影 到 坐标 表象 , 插入 坐标 表象 完备 性 关系 
(zr|v(tr)) = v(zr, te) = | Kante zu t9 ton (5.1.2) 


其 中 
K (az, t; zi, ti) = (eje KEH a) 


= (zr, 在 |Zi; ti) (5.1.3) 


称 为 路 径 积分 传播 子 , 或 者 积分 核 , 它 是 两 时 空 点 间 的 坐标 基 矢 几率 幅 , 是 路 径 积 
分 理论 的 核心 , 它 包 含 了 系统 的 基本 物理 : 给 了 初始 波 函数 visti). 时 空 点 (tr, zf) 
的 波 函 数 (nc t) 完全 由 传播 子 确定 。 由 传播 子 的 定义 ， 很 容易 证 明 其 具有 如 下 
特性 。 


2. 传播 子 的 基本 特性 


(1) 
K* (xr, te; Ti, ti) = K (xj, ti; 22, te) (5.1.4) 
(2) 
K (ae, t; xi, t) = (Tf — zi) (5.1.5) 
(3) 传播 子 有 群 结构 , 用 传播 子 内 积 定义 , 插入 坐标 基 矢 完备 性 关系 , 立即 得 到 
K (x3, t3; 11, tı) — [Kes t3; T2, t2)K (xe, t2; £1, tı )dz2 (5.1.6) 
K* (zr, te; ziti) 是 K (ar, te; mi, ti) RŽ, ZIR. 
(4) 传播 子 满足 Schrödinger 方程 
in RCE Bost) = HK (x, t; £o, to) (5.1.7) 


3. 本 征 波 函数 表示 


在 传播 子 的 几率 幅 表 示 中 插入 算 符 本 征 态 完备 关系 ， 即 得 到 传播 子 的 本 征 波 
函数 表示 , 例如 , Yn 是 Hamilton 算 符 的 本 征 态 


Hun = Entn 


则 
K (zs, te; i, ti) = V YA (zt) (Ti)e BE) (5.1.8) 
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当 tt = 时 , 得 到 一 量子 力学 中 的 一 个 有 用 关系 式 


3 vs ovs (1) = 6(zr — 2) (5.1.9) 


本 征 波 函 数 表 示 在 传播 子 的 计算 中 , 有 时 起 重要 作用 , 特别 是 精确 可 解 势 模型 的 传 
播 子 计算 。 我 们 举 了 Hamilton 算 符 的 例子 , 其 实 方程 (5.1.9) 对 任何 算 符 本 征 态 完 
备 基 矢 都 成 立 。 


4. Green 2 K& 


传播 子 对 传播 的 时 序 无 限制 , 即时 间 的 正 反 向 传播 均 可 。Green 函数 要 求 时 间 
正 向 传播 , 即 只 允许 时 间 增 大 的 传播 , 用 公式 表示 是 


Gizi trth) = K (zr, tc xi, ti) O (tt — ti) (5.1.10) 
O(t; — ti) 是 通常 的 跳 变 函数 


i; tr 之 ti 
0, tf <4) 


O(tr — ti) = | 


对 Green 函数 求 时 间 导 数 , 并 注意 到 传播 子 满足 Schrodinger 方程 ,以 及 


de 人 | 
m c 
我 们 得 到 Green 函数 满足 的 方程 
(ing 一 it) G(a.t) = ihd(x)6(t) (5.1.11) 


我 们 选 了 时 空 坐标 Tf = T, tf = b Ti =f; = 0. 
5.1.2 ”传播 子 计算 


路 径 积 分 的 基本 量 是 传播 子 ， 现 介绍 其 计算 方法 概要 ， 仍 然 从 时 间 演 化 算 符 
出 发 
K (c, T5 zi) = (zele FT |a) (5.1.12) 


把 时 间 T 分 成 N 个 无 限 小 的 间隔 


li T 
€— IM — 
N-—oo N 


然后 在 每 个 无 限 小 时 间 之 间 插 入 完备 性 关系 


f Goldie = 1 
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N-1 
K= lim TI i (xp |an—1,¢w-1)(ZN—-1,tw-1| 
mt lan ba, baltal; ta=1) cae (x4, t |i) (5.1.13) 


我 们 来 计算 第 n 个 无 限 小 的 时 间 几 率 幅 
(Tn, ls |£5—1. tn—1) = (zs le* Hz, 1) 
= [o Ipn) (nie E |Zn-1)dpn 


Hu 2xh 


上 面 的 运算 中 用 了 动量 本 征 态 的 完备 性 关系 
J apnlpn) (on =1 


ek [Pr Gn mn 1)~€H (Pn tn] gp (5.1.14) 


和 动量 波 函 数 
(z+|p) = TR 
注意 到 e 是 无 穷 小 量 , 在 略 去 了 高 阶 小 量 后 , 坐标 和 动量 算 符 都 用 其 相应 的 本 征 值 
代替 , FEA C- 数 , 移出 矩阵 元 外 , 其 中 
- Tn + rai 


ma ss 2 
把 每 个 无 限 小 时 间 间 隔 几 率 幅 都 算出 ， 则 得 到 相 空 间 传 播 子 


pr 


N-1 N dp 
K (zr, T: zi = Jim, f II zd 1 a 
1 = In —Z 
x exp t |j, zer = H (pn, 2.) | (5.1.15) 
n=l 
式 (5.1.15) 常常 被 简写 为 
a oi) — /ptzjptpjeis (5.1.16) 
这 里 
s= | £ pdt 
0 
而 


Lp = pi — H(p, x) 
表示 相 空 间 拉 氏 量 。 假定 Hamilton 量具 有 标准 的 动能 加 势能 形式 
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P? 
AE GY 
| H Tues (x) 
动量 积分 可 积 出 
dpn | Le [p, *2— 25-2 — £2 -v(.] m peg 1 )?-V(En)} 
Git n € T n = — a VEL 
/ ORA. 2nich* rest 


完成 所 有 动量 积分 , 得 出 组 态 空间 传播 子 表达 式 


[omk ] E (===) -ve | (5.1.18) 


把 被 积 函数 e 指数 上 的 求 和 变 为 积分 正好 是 作用 量 ， 式 (5.1.18) 的 路 径 积 分 
公式 可 简写 为 | 
K(zr,7;21) = foies (5.1.19) 


其 中 


T 
S 一 Cdzdt 
0 


是 作用 量 , L 是 拉 氏 量 。 
组 态 空间 路 径 积 分 计算 如 图 5.1.1 所 示 , 给 定 空间 两 点 zr, zi 要 对 整个 空间 路 
径 积分 。 


t 


| 
I 
l 
l 
I 
| 
| 
| 
| 
| 
! 
l 
EA 


1 


图 5.1.1 路 径 积 分 示意 图 


传播 子 方程 (5.1.19) 的 路 径 积 分 表达 式 仅 是 一 个 简化 写法 , 具体 计算 仍 需 用 前 
面 的 求 和 式 , 作为 一 个 练习 , 我 们 计算 拉 氏 量 是 


m /dx 
c- 2 (S) 
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的 自由 粒子 传播 子 , 用 方程 (5.1.18) 的 表达 式 , 依次 完成 dzi drz,- 从 -oo 到 oc 


的 积分 , 结果 是 
K(z;,T;z)) = ea (5.1.20) 


路 径 积分 能 计算 的 仅 有 高 斯 积分 , 即 势能 是 二 次 式 ,例如 谐振 子 势 , 复杂 系统 
只 能 用 近似 方法 , 方程 (5.1.19) 的 表达 式 提供 了 一 微 扰 计 算 方 法 , 我 们 下 面 介绍 路 
径 积分 定 态 相位 微 扰 法 。 


5.1.3 ” 定 态 相位 微 扰 


虽然 路 径 积 分 的 基本 思想 是 , 对 于 两 固定 点 间 的 传播 几率 幅 , 所 有 路 径 都 有 贡 
献 ， 需 对 所 有 路 径 的 贡献 求 和 , 但 实际 上 不 是 所 有 路 径 的 贡献 完全 等 价 ,其 中 最 大 
贡献 来 自 经 典 作用 量 。 两 点 间 的 作用 量 按 经 典 路 径 微 扰 展开 


z(t) = r.(t) - 
zc(t) 表示 经 典 路 径 , 而 7 是 相对 经 典 路 径 的 偏离 


S = S. — J nM dt (5.1.21) 


So = f E c3] — V (ze) | dt 


1[ d? " O?V (ze) 
mae Ox? 


是 二 级 微 扰 算 符 , 二 级 近似 的 传播 子 是 
K (ze, Ti z;) = e*9-] (5.1.23) 


第 一 个 因子 是 经 典 作 用 量 的 贡献 , 是 零 级 近似 , 即 熟悉 的 WKB 近似 。 量 子 扰 
动 页 献 一 前 因子 


其 中 


是 经 典 作用 量 , 而 


M = (5.1.22) 


I= i D{n}e * J nMndt (5.1.24) 


已 经 证 明 , 势能 是 二 次 式 的 传播 子 只 依赖 于 经 典 作用 量 , 称 为 van Vleck-Plauli 
公式 


kg 0? S, 
2x Ox Oz; 
作业 5.1 用 van Vieck-Plauli 公式 计算 自由 粒子 传播 子 。 

作业 5.2 FA Feynman 路 径 积分 只 能 得 到 在 半 个 周期 内 成 立 的 一 维 谐振 子 传 


K (ir. Lr fiu ti) = eh Se (5.1.25) 
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播 子 , 返 转 点 有 奇异 性 ， 称 为 焦 散 (coustics) 拓展 到 返 转 点 以 上 ,， 则 有 一 个 Maslov 
修正 。 用 谐振 子 本 征 波 函 数 和 方程 (5.1.8) 求 拓展 的 Feynman 传播 子 。 


5.2 ”多 连通 空间 , 目 旋 的 路 径 积分 理论 


自 旋 的 路 径 积分 是 定义 在 多 连通 群 流 形 上 的 ， 多 连通 流 形 路 径 积分 应 考虑 同 
伦 (homotopy) Hit, 波 函 数 也 是 定义 在 群 流 形 上 的 。 例 如 ， 自 旋 的 陀螺 球 模型 的 
群 流 形 SO(3) 是 双 连 通 的 ， 其 经 典 路 径 可 划 归 于 两 个 同 伦 类 , 分 别 对 应 整数 和 半 
整数 自 旋 ， 和 SOl) 李 代 数 生 成 元 对 易 关 系 得 出 的 自 旋 本 征 值 谱 一 致 。 而 二 维 转 
动 群 SO(2) 的 群 流 形 是 一 圆 环 951， 是 无 穷 多 连通 的 , 其 基本 群 的 非 平庸 表示 导致 
分 数 角 动量 。 群 流 形 SO(3) 的 路 径 积 分 理论 读者 可 参阅 有 关 书 籍 ， 本 书 中 只 讨论 
SO(2) 群 流 形 路 径 积分 。 


5.2.1 二 维 多 连 通 空 间 的 路 径 积 分 和 拓扑 相位 


我 们 考虑 的 流 形 是 二 维 平面 挖 去 一 个 洞 A, 即 ，M = R? 一 人 A。 从 时 空 点 r(t) 
到 rs (te) 的 传播 子路 径 积分 表示 是 


K (rc te; ri, ti) = fooi Jef cat (5.2.1) 


注意 , 为 简洁 起 见 , 选取 自然 单位 万 = c = 1。 多 连通 空间 两 点 间 传 播 子 不 是 唯一 确 
定 的 , 因为 从 A 的 左 和 右 侧 通过 以 及 绕 不 同 次 数 的 路 径 并 不 等 价 。 多 连通 空间 传播 
子 在 其 全 覆盖 空间 M* 上 有 无 歧义 的 定义 , 这 里 M* 类 似 二 维 复 平面 的 Riemann 
页 (图 5.2.1)， 显 然 ，M* 上 一 个 点 的 位 置 被 所 在 的 Riemann 支 页 数 和 页 内 的 位 置 
两 个 坐标 完全 确定 。 


5.2.1 全 蓝 盖 空 间 示 意图 


5.2 ”多 连通 空间 , 自 旋 的 路 径 积 分 理论 :97- 


Hi 


Kn(re, ts; ri, ti) 
表示 第 ”个 同 伦 类 传播 子 , 为 确定 起 见 我 们 规定 , 当 n > 0 时 ，K RRM ri 开始 
Wy Er Be A 旋转 n 次 到 达 rc 的 所 有 路 径 传播 子 。 而 负数 n 则 表示 顺 时 针 绕 , n ER 
为 绕 数 。 第 2 章 中 已 论述 , 这 种 路 径 同 伦 有 群 结构 ， 称 为 基本 群 ri ， 其 群 元 用 fn 
表示 。 则 基 空 间 M 传播 子 应 是 同 伦 类 传播 子 的 线性 又 加 


K(re tirati) = M. a(fn)Kn(re, te Ti, ti) (5.2.2) 


n--oo 


其 中 , a( fn) 是 基本 群 的 一 维 么 正 表示 , 应 满足 下 面 关系 : 
la(fn)|=1, a(fn)a(fm) = a(fnfm) (5.2.3) 
对 于 二 维 多 连 通 空间 , 不 难得 出 
a(fn) =e" (5.2.4) 
参数 0 < 6 < 2r 和 空间 坐标 及 绕 数 无 关 。 我 们 证 明 多 连通 空间 传播 子 满足 两 个 基 
本 定理 。 
定理 (一 ) 
对 于 非 平庸 表示 , BI 5 z 0. 当 绕 通过 A 中 心 和 二 维 平 面 垂直 的 轴 旋 转 On 时 ， 
传播 子 增加 一 相位 ， 和 Bloch 波 的 格 点 平移 类 似 。 证 明 非 常 简单 ,根据 绕 数 定义 ， 
在 以 A 的 中 心 为 原点 的 平面 极 坐 标 (n, 0) 中 有 关系 


Ky(rr, ór + 27, te; ri, Qi, ti) = Knaa(re, óc tn ri, Qis ti) (5.2.5) 
据 此 和 传播 子 表达 式 (5.2.2), 立即 有 
K (rs, pr + 27, te; ri, bi, ti) = et K (re, de, te; Ti, Gi, ti) (5.2.6) 


定理 (二 ) 

如 果 同 伦 类 传播 子 相对 于 穿 过 A 中 心 在 
平面 内 的 任意 轴 是 对 称 的 , 则 退化 为 平庸 表示 
6 — 0. 假定 rt 和 mi 分 别 位 于 轴线 上 A 的 两 
边 (图 5.2.2)。 

对 称 关 系 可 表示 为 


Kn (ve, te; rut) = K-n-1(re, to; t) (5.2.7) 
这 实际 上 表示 传播 子 具有 相对 于 穿 过 原点 在 


平面 内 任意 轴 的 镜像 对 称 性 , 即 空间 没有 被 捏 


曲 。 我 们 可 通过 改变 求 和 指标 (n> -n — 1) Y 
把 传播 子 改写 为 5.2.2 rr 和 mi 的 位 置 示意 图 
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K (rr, te; Ti, ti) = D al f_n—1)K~n—1(re, te; 71, ti) (5.2.8) 


n=—co 


然后 用 对 称 关 系 把 K-n- 用 Kn 替代 , 则 得 到 一 个 新 的 传播 子 表达 式 


oo 


K= $ a'(fn)Kn (5.2.9) 
其 中 新 系数 是 
a (fa) = a(f-n-1) (5.2.10) 
它 当然 也 要 满足 基本 群 一 维 么 正 表 示 的 特性 方程 (5.2.3)， 即 
a’(fn)a'( fm) = (Taf) = CU. i) (5.2.11) 
显然 公式 (5.2.11) 对 任意 m,n 都 成 立 的 条 件 是 
ó —2Nn (5.2.12) 


N 是 整数 或 零 。 所 以 , 阁 要 产生 非 平庸 表示 ,必须 存 在 使 空间 扭曲 的 动力 学 因素 。 
穿 过 A 的 非 整数 个 量子 磁 通 单位 的 磁 通 规范 场 是 使 空间 扭曲 的 一 种 , 但 不 是 唯一 
的 机 理 。 


5.2.2 ”自由 平面 转子 


我 们 考虑 一 个 简单 的 平面 转子 模型 , 约束 于 半径 为 R 的 光滑 圆 环 上 质量 为 u 
的 自由 运动 粒子 , 或 者 称 为 定 轴 转子 模型 ,以 期 得 到 解析 的 传播 子 和 波 函 数 。 定 轴 
转子 也 即 二 维 自 旋 模型 , 其 路 径 积分 量子 化 , 自然 给 出 二 维 角 动 量 本 征 值 谱 和 本 征 
函数 。 路 径 积 分 的 优越 性 是 只 处 理 经 典 量 , 涉及 的 是 完全 确定 性 的 运算 , 角 动 量 本 
征 值 谱 和 本 征 函 数 是 唯一 确定 的 ,不 存在 正则 量子 化 中 波 函 数 边 条 件 选取 的 人 为 
因素 。 系 统 的 拉 氏 量 是 


2 
rir (af) (6213) 
0 < 6 «2n 是 角 变 量 , 1 = uR 为 转动 惯量 。 传 播 子 是 


K ($,t;0) = ^ e^" Kn (¢, t; 0) (5.2.14) 


这 里 把 初始 时 间 和 初始 角度 都 选 为 “0”。 同 伦 类 传播 子 的 计算 可 在 全 覆盖 空间 M* 
上 进行 , 对 于 一 维 圆 环 情况 ，M* 就 像 是 根 弹簧 ,以 绕 数 标记 其 圈 数 。 我 们 把 初始 
位 置 所 在 的 Riemann 页 标记 为 零 绕 数 , 则 M* 上 的 角 变 量 和 基 空 间 变量 的 关系 为 


~ 


pn = Q + 2na (5.2.15) 


5.2 多 连通 空间 , 自 旋 的 路 径 积分 理论 - 99 . 


M* 上 的 变量 定义 域 是 : -oo < $ < 00. 因而 ， 
Kn(¢,t;0) = 天 (加 0) (5.2.16) 


用 自由 粒子 传播 子 公式 (5.1.20), 立即 有 


1 


K (ọn, t; 0) = zs ele (5.2.17) 
基 空 间 第 n 个 同 伦 类 传播 子 则 是 
K,(¢,t;0) = H 于 (4+2nm (5.2.18) 


5.2.3 是 角度 和 路 径 同 伦 示 意图 。 
M* 


—2n 0 2x 4n 


ó;,-ó-2n h=¢ àÓi— ó4- 2n 


图 5.2.3 S' 的 全 覆盖 空间 M* 及 角度 


下 面 我 们 用 对 称 性 来 确定 相 因 子 参数 5, 穿 过 转轴 的 平面 内 直线 和 圆 环 相交 的 
两 点 间 的 角 坐 标 差 是 EIN ETHER AE, BBA 5.2.2) 


$= (5.2.19) 
代入 同 伦 类 传播 子 公式 , 立即 可 验证 
Kn = K-n-1 (5.2.20) 


根据 多 连通 空间 传播 子 定理 (二 ), 相位 参数 5 为 零 。 自 由 转子 传播 子 当 然 不 可 
能 产生 拓扑 相位 。 对 所 有 同 伦 类 传播 子 求 和 则 得 到 


1 
I |? ug Inġ 2nxl 
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其 中 
(z, y) = y eirym 十 i2nz (5.2.22) 


也 一 一 Do 


是 Jacobi O 函数 。 根 据 传播 子 的 本 征 波 函 数 表示 


K(o,t;0)= M^ Wm(d)dn (0)e ! 7 (5.2.23) 
应 用 Jacobi 变换 »- 4 
@3(2,y) = (iy) Fett 6 (-: -*) (5.2.24) 
可 唯一 地 确定 本 征 波 函 数 和 能 量 本 征 值 
1 imó m? 


Ym = Van Q Em = 2I (5.2.25) 


我 们 得 到 了 通常 的 整数 角 动 量 量 子 化 和 2n 周期 波 函 数 。 
5.2.3 ”旋转 坐标 系 中 的 平面 转子 一 一 非 平庸 拓扑 相位 的 简单 模型 , 分数 角 动 量 


为 得 到 可 产生 非 零 参数 5 的 物理 模型 , 我 们 考虑 以 角速度 w 旋转 的 圆 环 上 的 
粒子 动力 学 。 在 随 圆 环 转动 的 坐标 系 中 的 角 变 量 与 实验 室 坐标 系 的 关系 ( 非 相 对 论 
近似 ) 是 

B=¢-wt, B=o-w (5.2.26) 
转动 系 中 拉 氏 量变 为 


. . . 2 
L= zd +w)? = =$? + Iw 4- -- (5.2.27) 


只 要 把 前 面 自由 转子 传播 子 公式 (5.2.18) 中 的 角 变 量 作 替 换 o = B+ wt, 则 得 出 旋 
转 系 中 第 n 个 同 伦 类 传播 子 


I 7? y € T 
a Fed o df (B+2nn)? +iy(B+2nn)+ 5r" (5.2.28) 
在 传播 子 表 达 式 中 参数 y = Iw。 再 次 应 用 对 称 性 定理 (二 )， 代 入 两 对 称 点 角度 差 
Ban (5.2.29) 
我 们 得 到 同 伦 类 传播 子 关系 
|, OE, a a (5.2.30) 


重复 方程 (5.2.8)~ 方程 (5.2.11) 的 计算 , 可 确定 相位 参数 值 为 


0 = 2Ty (5.2.31) 


5.2 ”多 连通 空间 , 自 旋 的 路 径 积 分 理论 101 - 
退回 到 实验 室 坐 标 系 , 基 空 间 相对 于 转动 环 运动 的 自由 转子 传播 子 则 变 为 


co a Ind ont 
= —i2n yn PSE ia A pains MR — 9. 
K > e Ku E e 2 Os |z ( ; v) P | (5.2.32) 


n-—--oo 


同样 重复 方程 (5.2.23)~ AE (5.2.25) 的 运算 , 不 难得 到 能 量 本 征 值 和 波 函 数 


1 . 1 
Um = enm, Em = apm +7)" (5.2.33) 


注意 y = Io 可 以 是 任意 值 , 当 其 是 分 数 时 , 我 们 有 分 数 角 动量 , 波 函 数 有 一 共 
同 的 相位 移动 。 根 据 第 3 章 中 的 论述 , 分 数 角 动量 是 由 于 空间 扭曲 , 这 里 旋转 圆 环 
造成 了 扭曲 。 我 们 这 里 考虑 旋转 圆 环 , 老 环 不 动 而 粒子 以 一 固定 角速度 旋转 , 在 随 
粒子 旋转 的 坐标 系 中 同样 会 有 空间 扭曲 和 拓扑 相位 。 

关于 分 数 角 动量 本 征 波 函 数 的 说 明 : 需要 指出 的 是 , 系统 中 所 有 本 征 波 函 数 都 
有 共同 的 拓扑 相 因 子 , 用 本 征 态 登 加 成 的 任意 态 也 有 相同 的 拓扑 相 因 子 , 而 波 函 数 
的 几率 密度 和 正 交规 一 化 条 件 则 和 拓扑 相 因子 无 关 。 但 相 因子 可 引起 相位 干涉 , 如 
著名 的 AB 效应 就 是 拓扑 相位 干涉 的 结果 。 


5.2.4 AB 规范 场 中 的 平面 转子 
1. 定 态 磁 通 情况 分 数 角 动量 
假定 有 一 位 于 圆 环 中 心 并 和 环 平面 垂直 的 AB 磁 通 
$ = aGy 
其 中 , 无 量 纲 参数 0 < a < 1, 而 oo 是 磁 通 量子 单位 。 一 电荷 为 e 约束 在 环 上 运动 


粒子 的 拉 氏 量 是 
L- 7? 4 a (5.2.34) 


定 态 磁 通 的 规范 场 不 可 能 对 荷 电 粒 子 产 生 相对 圆 环 轴 的 力矩 , 从 而 改变 其 角速度 ， 


角 动 量 是 守恒 量 。 用 变量 变换 
| 0= $+ 7! (5.2.35) 


可 化 为 如 下 的 自由 转子 拉 氏 量 : 
L-igp- = (5.2.36) 
2 
因而 第 ”个 同 伦 类 传播 子 在 覆盖 空间 M 可 用 路 径 积分 的 自由 粒子 公式 计算 , & 
果 是 


2, 


l 
~ = I 2 owe ia 
K(6,,¢;0) = [| e (05 - ar (5.2.37) 
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用 覆盖 空间 和 基 空 间 角 变量 的 关系 , 并 返回 原 变量 o, 我 们 得 到 


1 
I |? 2, 

K&(9, t; 0) 一 E eM (+ Ft+2nn)*— gy: 

A a (5.2.38) 


其 中 , KO (9,50) 是 方程 (5.218) 给 出 的 自由 转子 传播 子 。 因 为 磁 通 规范 场 存在 ， 
方程 (5.2.3) 的 对 称 关 系 破 人 缺 , 用 $ = n, 不 难 验证 


Wa een (5.2.39). 
再 重复 方程 (5.2.8)~ 方程 (5.2.11) 的 计算 , 相位 参数 可 确定 为 
6 = 2na (5.2.40) 
基 空 间 传播 子 有 十 分 简单 的 形式 
K = Keio¢ (5.2.41) 


KO 是 如 方程 (5.2.21) 所 示 的 自由 转子 传播 子 。 用 同样 的 方法 可 得 到 精确 的 能 量 
本 征 值 和 本 征 波 函 数 
m? 


一 


我 们 再 次 推导 出 分 数 角 动量 和 有 拓扑 相 因 子 的 波 函数 , 这 里 空间 扭曲 是 由 AB 磁 通 
的 规范 场 产生 的 。 分 数 角 动 量 只 是 对 正则 角 动 量 而 言 , 因为 正则 角 动 量 才 是 空间 转 
动 算 符 ， 由 于 没 力矩 作用 , 力学 角 动 量 谱 是 整数 , 不 受 定 态 磁 通 规范 场 的 影响 。 路 
径 积分 量子 化 的 优越 性 是 只 涉及 完全 确定 的 经 典 动力 学 ， 波 函数 是 由 严格 数学 推 
导 得 出 的 ， 不 存在 Schrödinger 方程 求解 中 波 函 数 边 条 件 选取 的 人 为 因素 和 争议 。 
当然 , 分 数 角 动 量 本 征 波 函 数 也 可 作为 正 交 基 矢 , 因为 所 有 本 征 态 (因而 系统 中 的 
ASR) 有 相同 的 拓扑 相 因 子 , 正 交规 一 性 不 受 任何 影响 。 


2. 随时 间 变 化 的 磁 通 -一 - 整数 角 动 量 


现在 考虑 磁 通 建立 的 动力 学 过 程 , 由 于 磁 通 的 变化 产生 感 生 电场 , 有 力矩 作用 
在 带电 粒子 上 。 随 时 间 变 化 的 磁 通 表示 为 


$ = af(t) go (5.2.43) 


1 , 
= i(m+a)o 
m wt e $ Em 5.2.42 
" v2x ( ) 


f(t) 只 是 时 间 函 数 , 拉 氏 量 当 然 是 
L= T: + aóf(t) (5.2.44) 


从 这 一 拉 氏 量 得 到 下 面 的 运动 方程 : 
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$4 7f -0 
磁 通 变化 感 生 的 电场 产生 了 带电 粒子 的 角 加 速度 。 作 变量 变换 
TE 
B=o+ 1/0 
拉 氏 量 可 化 为 标准 的 自由 转子 形式 
L= lip - É py 
2 2I 
因而 , 同 伦 类 传播 子 可 用 自由 转子 公式 计算 


1 
Kn(B,t:0) = | d | eit (B+2nn)?— i780) 


2xiT 


mà i 2,4! / 
G(t) J f2(t")at 
用 8 n 容易 验证 , 对 称 关 系 方程 (5.2.7) 成 立 , 因而 


6=0 
假定 磁 通 在 t 时 刻 瞬 时 建立 , B 
f(t) = e(t) 
1，t>0 
eU = | 0，t<0 


是 通常 的 跳 变 函数 。 当 磁 通 达到 稳定 值 9 = ado 后 , BI t > 0, 传播 子 是 


2 if 2 tate 
K (0, t;0)= EA FTT 


nl at 2lIx 
abi E (9+7) E 
用 同样 的 方法 可 得 到 文献 中 熟悉 的 能 量 本 征 值 和 波 函 数 


gU"* E. (m — ay? 


E 
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(5.2.45) 


(5.2.46) 


(5.2.47) 


(5.2.48) 


(5.2.49) 


(5.2.50) 


(5.2.51) 


(5.2.52) 


(5.2.53) 


正则 角 动 量 是 整数 , 而 力学 角 动 量 被 平移 一 磁 通 数 , 这 是 因为 磁 通 建 立时 感 生 电 场 
的 力矩 作用 。 在 这 种 情况 下 ， 磁 通 规范 场 产生 的 扭曲 正好 被 粒子 的 定 轴 旋 转 抵消 ， 


同 伦 类 传播 子 的 动力 学 对 称 性 无 破 缺 。 
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5.3. 配 分 函数 的 路 径 积 分 表示 


用 路 径 积分 同样 可 计算 量子 力学 热 平 均 问题 , 假定 系统 Hamilton 算 符 有 标准 
形式 
ü-5v() (5.3.1) 


(单位 质量 )。 在 量子 力学 配 分 函数 中 插入 坐标 基 矢 完备 性 关系 , 很 容易 得 到 其 路 径 
积分 表示 


Z= Te? = J (nle |n) = / D (nlar) (ade P" |a) (a]n)dardg; — (5.3.2) 


用 本 征 态 的 完备 性 |n)(n| = 1, 及 传播 子 的 定义 


K(gr,B;qi,0) = (qele? |qi) 


Zu [rae S= [ E 的) 一 vo) dr (5.3.3) 


5.4 量子 障 穿 的 瞬 子 理论 


势 垒 障 穿 是 点 粒子 系统 量子 化 的 一 个 必然 推论 , 但 没有 经 典 粒 子 轨道 对 应 ， 
为 经 典 粒 子 不 可 能 穿越 势能 大 于 其 总 能 量 的 区 域 。 从 量子 力学 波 函 数 的 观点 , 有 限 
高 和 宽度 的 势 侄 内 波 函 数 不 为 零 , 而 变 为 衰减 波 , 即 把 实时 间 换 为 虚 时 间 。 从 路 径 
积分 的 观点 , 粒子 的 经 典 路 径 对 传播 子 贡献 最 大 , 有 经 典 和 量子 之 间 的 对 应 。 似 乎 
这 种 对 应 在 势 爸 隧 穿 中 不 成 立 ， 因 为 势 侄 中 没有 经 典 轨 道 , FEAT. BA 
隧 穿 的 瞬 子 理论 殉 服 了 这 种 表面 的 矛盾 ， 把 “粒子 轨道 ”的 概念 扩展 到 势 又 中 。 
为 在 势能 大 于 总 能 量 的 区 域 , 粒子 动能 为 负 ,， 只 要 换 成 虚 时 间 ， 则 粒子 的 轨道 概念 
仍然 成 立 ， 这 和 势 垒 中 的 虚 时 波 函 数 (衰减 波 ) 一 致 。 我 们 称 这 种 虚 时 硒 粒 子 为 瞬 
f (instanton), 它 是 Euclid 空间 场 论 的 术语 。 


5.4.1 简 并 基态 间 的 往复 共振 隧 穿 一 一 瞬 子 ,拓扑 荷 


量子 隧 穿 可 分 为 两 类 , 一 种 是 在 简 并 基态 间 穿 越 中 间 势 又 的 往复 共振 隧 穿 , 其 
结果 是 使 简 并 解除 , 产生 能 级 劈 裂 , 对 应 的 虑 时 厦 粒 子 解 有 非 零 的 拓扑 荷 称 为 瞬 子 。 
另 一 种 情况 是 亚 稳 态 的 量子 隧 穿 衰 变 ， 对 应 的 虚 时 厦 粒 子 解 的 拓扑 荷 为 零 ， 称 为 
bounce (反弹 子 )。 


立即 有 
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l. BT, wah 


两 个 典型 一 维 势 模型 : 
(1) 双 势 阱 势 


Vi(¢) = 7 (e = =) (5.4.1) 
n Alm 是 调节 参数 。 图 5. 4.1 EAE, 势能 有 两 个 对 称 最 小 值 分 别 位 于 
os = iT 35-9 fu EE x. 
(2) 周期 势 FPES 势 
Vo(d) = ral + coa(g)] (5.4.2) 


图 5.4.2 是 其 示意 图 。 这 是 场 论 中 著名 的 sine-Gordon #, 在 1+1 维 非 线性 场 中 得 
到 了 解析 孤子 解 一 -- 拓扑 孤子 , 即 所 谓 的 “kink” f. 


V9) 


| 
| 
| 
| 
I 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
l 
1 


图 5.4.1 双 势 阱 及 瞬 子 轨道 图 5.4.2 sine-Gordon 势 及 瞬 子 轨道 
单位 质量 的 粒子 拉 氏 量 是 


 lfdoWV 
3 ($) — V(¢) (5.4.3) 


我 们 考虑 势 阱 w+ 之 间 , FRIAS AMOR Feynman 传播 子 , 引入 虚 时 7 = it, 初 
始 时 间 5 = —5, PLE o. = E 在 时 间 六 = 9， 穿越 势 垒 到 达 o. = a 的 虚 
时 传播 子 根据 定义 是 

K(64.8:6-,-B) = /pteje-s (5.4.4) 


B 
S = ji Ldr 
-8B 


其 中 
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1 /dg 
c=3 (EE) «vto (54.5) 
ABIRE E FATE IRI. 注意 到 势能 改变 了 符号 , DECUR TH RT DUE RU ER 


转 势 中 运动 的 粒子 , AAMAK TA. rifv GE BART Nie 77 FE 


2 
$ _ 一 -0 (5.4.6) 
积分 一 次 变 为 ， 
; ($) 二 (5.4.7) 


积分 常数 E 显然 是 瞬 子 能 量 。 我 们 先 考 虑 零 能 (EB = 0) BF, 方程 可 直接 积分 , 得 
到 解析 解 。 双 势 阱 和 sine-Gordon 势 的 瞬 子 解 分 别 是 


be(r) = 7 tanh(r +79) (5.4.8) 


de(7) = - arcsin(tanh(T + 79)) (5.4.9) 


积分 常数 7o 由 初始 条 件 确定 。 图 5.4.1 画 出 了 双 势 阱 势 瞬 子 轨 道 , 当选 mm — 0 
时 ， 瞬 子 在 初时 刻 7, = —oo MERAH o- HR, dE 7 = 0 时 刻 到 达 势 又 中 心 ,， 当 
T; = oo 时 到 达 右 势 阱 。sine-Gordon 势 的 瞬 子 轨道 见 图 5.4.2。 

根据 拓扑 荷 的 定义 , 在 我 们 的 一 维 Euclid 空间 , 拓扑 荷 (以 双 势 阱 为 例 ) 是 


Q= lim 5" [¢e(8) — &(-5)] = 1 (5.4.10) 
HERM. 瞬 子 对 应 实时 间 场 论 中 的 拓扑 陶子。 


2. 定 态 相 位 微 扰 


用 定 态 相位 微 扰 可 得 到 单 圈 近似 的 量子 隧 穿 传播 子 ， 为 此 考虑 相对 瞬 子 轨道 
óc 的 微小 扰动 x 
d(T) = $e(T) + x(T) (5.4.11) 


把 前 面 推导 出 的 传播 子 定 态 相 位 微 扰 公 式 (方程 (5.1.23)) 中 的 时 间 换 成 虚 时 则 有 
Jim. K($.,8:ó-,—8) = eI (5.4.12) 


其 中 微 扰 积分 是 
fe / D(x]e- JS XMxdr (5.4.13) 
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二 阶 微 扰 算 符 是 


^ d? | G?V(4.) 
nm EZ T 人 
注意 现在 的 路 径 积分 传播 子 o 指数 形式 是 e-5， 经典 作用 量 (5S = 0) 是 极 
小 值 ， 因 而 对 积分 贡献 最 大 ， 数 学 上 是 严谨 的 ， 称 为 积分 的 最 陡 下 降 法 (steepest 
descent method). FARES f#77 #2 (5.4.8) 和 方程 (5.4.9) 可 求 得 双 势 阱 和 sine-Gordon 


势 瞬 子 作用 量 分 别 是 


4m? 
e = 3p (5.4.14) 
$= 5 (5.4.15) 
二 次 微 扰 变 分 算 符 M 有 实 本 征 函 数 记 为 wn(7) 

Mun = enn (5.4.16) 

把 相对 瞬 子 的 偏离 变量 n 按 本 征 函 数 展开 

N 
x(r) = > canlr) (5.4.17) 

n=1 

代入 传播 子 公式 ,方程 (5.4.13) 的 微 扰 积分 

I= Z| [ Piny Eo (5.4.18) 


积分 前 的 因子 是 变量 变换 式 式 (5.4.11) 的 Jacobi 行列 式 。cn 变量 积分 是 Gauss 积 
分 可 积 出 , 结果 是 


| (5.4.19) 
Oc, M 
det — 
It 
3. SE do BHR RAK 
对 于 基态 瞬 子 解 $.(7), 二 次 微 扰 变 分 算 符 M 若 有 零 模 ES = 0 存在 
Myo —0 (5.4.20) 
二 次 微 扰 积分 发 散 。 事实 上 很 容易 证 明 零 模 就 是 瞬 子 解 的 时 间 导 数 
Vo = Sect) (5.4.21) 


幸运 的 是 , 这 种 零 模 发 散 可 用 场 论 中 的 Faddeev-Popov 技术 消除 。 
作业 5.3 ”证明 yo = EO, 
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4. 简 并 基态 的 量子 隧 穿 关联 , 宏观 量子 态 相 干 和 Schrodinger 猫 态 
假定 双 势 阱 势 的 Hamilton 算 符 


A p 
H => +V(¢) 


有 局 域 简 并 基态 | 土 ) 分 别 局 限 在 + 标记 的 两 个 势 阱 内 , 它们 当然 不 是 A 的 本 征 
态 , 可 以 理解 为 势能 Ve) 分 别 在 两 极 小 值 位 置 4+ 小 振动 展开 的 基态 。 在 量子 隧 
穿 劈 裂 远 小 于 小 振动 能 级 差 条 件 下 , 如 高 势 垒 情况 , 可 以 用 双 模 近似 , 即 只 考虑 $4 
张 成 的 子 空间 。 量 子 隧 穿 引起 两 简 并 态 关联 ，Hamilton 算 符 H 的 基态 


H|0) = Eo|0) 
和 第 一 激发 态 
É|) = Ei|1) 
则 是 i , 
[0) = NM 十 | 一 ) |1) = ys? =) (5.4.22) 
基态 和 第 一 激发 态 能 量 本 征 值 分 别 是 
Eo = B= (5.4.23) 
其 中 . i 
AE = —-((-H|-) + (-|H|+)) (5.4.24) 
RARE BB, 而 ] | 
E = (+|H|+) = (-|H|-) (5.4.25) 


则 是 Hamilton 算 符 在 局 域 态 上 的 平均 值 。 粒 子 在 两 势 阱 内 以 频率 v = = 往复 
隧 穿 振荡 ， 隧 穿 率 是 


I --— 9.4.2 
: (5.4.26) 


作业 5.4 用 双 模 近似 求解 含 时 Schródinger 方程 ,证明 隧 穿 振荡 频率 w = 
AE 


zu 
对 于 方程 (5.4.2) 的 周期 势 , 隧 穿 辟 裂 扩展 成 能 带 , 用 一 维 格 点 紧 束 缚 近似 能 带 
公式 不 难得 到 sine-Gordon 势 的 基态 能 带 是 


E = E — 2AE cos = (5.4.27) 


Ē 是 Hamilton 算 符 在 单个 势 阱 局 域 态 上 的 平均 值 AE 是 相 邻 势 阱 间 的 隧 穿 辟 
Bl. k 表示 Bloch 波 矢 , 这 里 的 “ 晶 格 ”常数 显然 是 =. 
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双 势 阱 量子 隧 穿 有 广泛 的 应 用 , 场 论 中 曾 被 用 来 作为 描述 简 并 真空 及 其 关联 的 
“Toy” 模 型 ,探讨 轻重 子 数 不 守 衡 等 相关 问题 近年 来 被 用 以 研究 宏观 量子 效应 。 
如 果 把 +) 看 作 两 个 宏观 量子 态 , 经 典 意义 上 , 两 个 态 是 不 相干 的 ， 如 果 量 子 隧 穿 
有 显著 效应 的 话 , 即 可 实现 宏观 量子 态 的 相干 营 加 ， 即 Schrödinger HA. 


5.4.2 ” 双 势 阱 基态 共振 隧 穿 几率 的 计算 
1. 单个 瞬 子 隘 穿 的 传播 子 
出 发 点 是 简 并 基态 间 量 子 隧 穿 传播 子 方程 (5.4.4) 


K (6s. 8:0, -8) = (leho) = f D(9je* (5.4.28) 
另 一 方面 , 用 双 模 近似 不 难得 到 
(ps |e7 294 |o.) = W*(b_) W(b4)e 79° sinh(BA Eo) (5.4.29) 


W*(b_) 和 Ploi) 是 两 个 待定 常数 , 分 别 表示 两 局 域 基态 波 函 数 在 $4 的 值 。 
我 们 用 路 径 积 分 计算 出 传播 子 , 然后 和 等 式 右边 比较 ， 从 而 确定 基态 能 级 劈 裂 


AEo。 
用 定 态 相 位 微 扰 得 到 
K = J D(ó)e 9 = eI (5.4.30) 
再 采用 文献 中 计算 微 扰 传播 子 方程 (5.4.13) 的 方法 , 引入 变换 
bo(7’) 3j 
&(7) = x(7) y ion" (5.4.31) 


注意 到 vo 满足 的 方程 , 此 变换 正好 消 掉 等 效 势 能 部 分 , 使 其 变 为 上“ 变量 的 自由 粒 
子 传播 子 。 注 意 到 x 满足 固定 端点 条 件 , 插入 Lagrange RT, 微 扰 积分 可 算出 


I= lim > 
— ~>% v2x à j B dr 
Vo(8)vo(—; ) -g we(r) 


(5.4.32) 


Vl?) 


2. 稀薄 瞬 子 气 近似 


路 径 积 分 要 求 对 所 有 可 能 的 路 径 求 和 , 传播 
子 计算 应 包括 多 体 瞬 子 贡献 , 忽略 瞬 子 之 间 的 相 
互 作用 ( 称 为 稀薄 瞬 子 气 近 似 ), 我 们 有 


K 2 V Keno) (5.4.33) 
n=0 


其 中 K (25.4.1) 表示 一 个 瞬 子 和 LU AS BET XT AI 图 5.4.3 “一 个 瞬 子 和 一 个 瞬 子 对 
播 子 (图 5.4.3) ` 
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多 个 瞬 子 传播 子 的 计算 要 用 到 传播 子 的 群 特性 , 相 邻 传播 子 之 间 有 端点 积分 。 
有 兴趣 的 读者 可 在 本 章 所 列 文献 中 找到 详细 的 推导 , 我 们 这 里 分 别 给 出 双 势 阱 
和 sine-Gordon 势 的 基态 能 级 劈 裂 公式 


223m ..4 2 1m 


ME baal SEL 
AE, = c e ， g = (5.4.34) 
和 
Ap t (5.4.35) 
Vg 


5.4.3 ” 亚 稳 基 态 的 量子 隧 穿 衰变 一 一 bounce ( 非 拓 扑 解 ) 


亚 稳 基态 的 量子 隧 穿 衰变 是 早已 熟知 的 量子 现象 , 如 核 衰变 、 量子 成 核 (quan- 
tum nucleation) $. WA 5.4.4 形式 的 势 , 由 于 存在 量子 隧 穿 ， 局 域 基态 是 不 稳定 
AJ, Hamilton 算 符 不 是 厄 米 的 , 局 域 基态 能 量变 成 复数 


Eo = REo + iSEp (5.4.36) 
vo Wolt) = Vo(0)e?Pote- SEot — — (5.437) 
基态 的 绝对 值 是 
| Vo(t)| = |¥o(0)le 797." (5.4.38) 
" ó dath = —SYE(0)| vo(t)| (5.4.39) 
亚 稳 基态 的 衰变 率 ( 回 到 正常 单位 ) 
Fs M (5.4.40) 
5.4.4 ERES TERRAE tt 1 
T=— (5.4.41) 
p 
1. Bounce 
反 转 双 势 阱 势能 可 表示 为 
V = mg 一 596" (5.4.42) 


SHARE > = 0 是 亚 稳 基态 , 另外 两 个 零 势能 点 
V2m 


p+ 一 土 二 一 
g 
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称 为 反 转 点 (图 5.4.5)。 描 述 量子 隧 穿 的 厦 粒 子 局 限于 % = 0 ARRAS 
中 运动 , 经 典 解 满足 方程 


2 
; ( =) —V(¢c) = 0 (5.4.43) 
边 条 件 是 
Pclr++o00 = 0 (5.4.44) 
dd, ^ , dé 7 
dr |-=0 0， d7 |r+too =0 (5.4.45) 
能 量 为 零 的 经 典 解 为 
$c = vn sech(V2mr) (5.4.46) 


其 轨道 如 图 5.4.5 所 示 ， 当 时 间 趋 于 负 
无 穷 时 ， 粒 子 从 平衡 点 o = 0 以 零 速度 开 
始 运动 , 在 时 间 7 = 0 到 达 反 转 点 oL RF 
à), 然后 反 转 , 当时 间 趋 于 正 无 穷 时 返回 起 
始点 由 = 0, 好 像 在 反 转 点 被 弹 回 ， 故 称 为 
“bounce” (RIT). Hathi AS 


Q=0 
对 应 场 论 中 的 非 拓 扑 孤子 解 ， 有 时 也 称 为 非 l 
M] 5.4. Al “bounce” gu 
m^. 图 5.45 JRÉOXNXHBER “b £i 


2. BAER GLARE RGGI, HH 
bounce 的 量子 隧 穿 传播 子 记 为 
K (6s. B; s — B) = (prle ?P (ds) (5.4.47) 
插入 能 量 本 征 态 完备 性 关系 , 在 极限 情况 下 ， 
Bo, 他 ,而 一 0 
只 有 基态 隧 穿 起 主导 作用 , 因而 


Jim. K(ór, 8; 41, -8) = Yo(0) Yo (0)e * P^ (5.4.48) 
基态 能 量 E 和 待定 参数 Vo (0) 可 由 虚 时 路 径 积分 计算 | 
Wo (0) V5 (0)e 2709 = eS, (5.4.49) 


单个 bounce 作用 量 可 沿 经 典 轨道 直接 积分 , 结果 是 
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十 oo 2 2 
Se = / E ($) + v2) dr = m (5.4.50) 
二 阶 微 扰 本 征 方 程 . 
My, = €n Un 
M = aie + [-6m?sech?(V2m7) + m?] (5.4.51) 
= 2 d72 m Se QA. 


除 零 模 外 还 有 一 负 模 , 说 明 bounce 是 不 稳定 解 , 从 定 态 相 位 微 扰 公式 (5.4.19) 
可 看 出 传播 子 变 为 虚 的 , 使 基态 能 量 有 了 虑 部, bounce 隧 穿 引起 局 域 基态 误 变 。 二 
阶 微 扰 可 用 引入 变量 变换 的 方法 由 零 模 本 征 函数 


dye(r) _ 2m? sinh(V2m7) 


Wo = “= oe (5.4.52) 
直接 积分 得 到 , 把 式 (5.4.52) 代入 方程 (5.4.32) 取 极 限 
I|5—oo = —i E i (5.4.53) 
二 阶 微 扰 是 纯 虚 数 ， 这 完全 由 bounce 的 拓扑 荷 是 零 而 产生 ， 因 为 方程 (5.4.32) 根 
号 下 有 一 因子 即 
V Vo(B)wvo(— 8) 
dog. . 
Vo — dr 
对 于 双 势 阱 的 拓扑 瞬 子 
wo (8) 
和 
po(—8) 


符号 相同 , 而 bounce 则 符号 相反 , 因 反 弹 回 来 速度 变 号 该 因子 变 为 虚数 。 
用 类 似 的 方法 得 到 两 个 bounde 传播 子 Ka, 根据 传播 子 “ 相 乘 "的 特性 要 对 两 
bounce 传播 子 中 间 坐 标 积 分 。 对 无 穷 多 bounce 传播 子 求 和 , WA 


K (6r. 8; ¢i — B)= ^ Ks (v, 8; 44 — B) 


n=0 


和 方程 (5.4.49) 比较 , 可 得 出 亚 稳 基态 的 能 量 虚 部 是 


1 
4 312 5 3 
am t m QE (5.4.55) 
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5.5 Jal SABES AAAS Te 


瞬 子 隧 穿 在 弱电 统一 场 论 中 有 重要 应 用 , 例如 简 并 真空 间 瞬 子 隧 穿 引起 的 轻重 
子 数 守恒 破坏 , 近年 来 的 磁性 宏观 量子 效应 也 建立 在 瞬 子 隧 穿 基础 上 。 因 为 基态 隧 
穿 率 太 小 , 很 难 有 观测 效应 , 在 上 述 两 种 情况 下 ,都 需要 考虑 激发 态 量子 隘 穿 。 基 
态 瞬 子 虚 时 周期 趋 于 无 穷 , 是 零 温度 隧 穿 理论 , 无 法 解释 磁性 宏观 量子 效应 的 磁 弛 
Pua BE HER, 有 必要 发 展 有 限 能 量 和 温度 的 量子 隘 穿 理论 。 当 非 零 能 量 时 , 瞬 子 解 
满足 周期 边 条 件 称 为 周期 瞬 子 。 


5.5.1 周期 嫂子 及 其 稳定 性 
FARE V(b) 的 虚 时 拉 氏 量 


2 
bá 5 Ed 4- V() (5.5.1) 
积分 一 次 后 的 运动 方程 变 为 
2 
> H -V(ó)s-E (5.5.2) 
积分 参数 E 是 能 量 。 
双 势 阱 势 和 sine-Gordon 势 的 周期 解 分 别 是 : 
(1) 双 势 阱 势 
pe = sn(b(k)r) (5.5.3) 
该 解 满足 周期 条 件 
$.(-28) = $e(28) — 0 (5.5.4) 


Jacobi 椭圆 函数 sn(b(k)r) 的 周期 是 4nK(k), 其 中 ”是 整数 , 而 X 表示 第 一 类 完全 
椭圆 积分 , 显然 当 b(k)8 = KN, 周期 瞬 子 满足 要 求 的 边 条件 , 参数 的 定义 是 


td u = -3 V2E 


BW | (5.5.5) 


1+ k? 
图 5.5.1 给 出 了 周期 瞬 子 的 轨道 。 
只 有 从 -8 到 8 的 半 个 周期 解 ， 对 能 量 为 E 的 量子 隧 穿 有 贡献 , 半 周 期 拓扑 
荷 为 


c 


E d - 
Q = 219 - 64-8) =k | (5.5.6) 


2 
1 十 大 2 
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图 5.5.1 JANET VÉ 


(2) sine-Gordon 势 
pe = arcsinlk sn(7)] (5.5.7) 


keili Ps, 零 能 时 E = 0,k > 1, 周期 趋 于 无 穷 , 周期 瞬 子 解 退 回 到 基态 瞬 子 


解 。 二 阶 微 扰 算 符 是 42 
M = -77 ~ [1 - 2k"[sn(r)]”] (5.5.8) 
其 分 离 的 本 征 波 函 数 是 

Vi-—cn(r) wv5-dn(r) wvs-sn(r) 
对 应 的 本 征 值 分 别 是 

el = 0, ez = k? — 1, e = k? 

ea 是 负 的 , 称 为 负 模 ,周期 瞬 子 不 是 稳定 解 。 双 势 阱 周期 瞬 子 同样 有 负 模 存在 , 也 
非 稳 定 解 。 


5.5.2 ” 负 模 困难 及 消除 


根据 前 面 的 论述 , 二 阶 微 扰 算 符 的 负 模 使 传播 子 变 成 复数 ， 从 而 隧 穿 臂 裂 产生 
虚 部 , 这 当然 是 非 物 理 的 结果 , 因为 Hamilton 量 是 厄 米 的 , 有 实 能 谱 。 这 一 表面 的 
困难 可 由 瞬 子 满足 的 边 条 件 消 除 , 事实 上 , 相对 瞬 子 的 偏差 要 求 固 定 端点 ， 即 


x(8) -x(-8)20, BOK (5.5.9) 
根据 微 扰 算 符 本 征 模 的 展开 式 
A= > os 
齐 次 的 端点 边 条 件 对 展开 系数 有 下 列 约束 条 件 : 
c11 (EK) + cowe(+K) + cys (+K) = 0 (5.5.10) 


根据 Jacobi 椭圆 函数 的 值 
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en(K)=0, dn(K)= k, sn(K)=1 


Ep k = V1 一 k?。 
上 述 约束 条 件 变 为 
cok’ + c3 = 0, cok’ — c4 = 0 (5.5.11) 
方程 有 唯一 解 
C2 — c3 —0 (5.5.12) 


齐 次 边 条 件 的 要 求 把 负 模 自 动 从 微 扰 展开 中 除去 。 
5.5.3 ”激发 态 共振 隧 穿 率 的 计算 


我 们 考虑 能 量 为 E 的 激发 态 量子 隧 穿 , 假定 两 势 阱 中 相应 的 局 域 简 并 能 态 , 分 
别 是 |E( 土 )), 量子 障 穿 使 两 态 关 联 , 简 并 解除 , 能 级 劈 裂 。 为 此 , 我 们 从 两 简 并 态 间 
的 瞬 子 隧 穿 几率 幅 A- 着 手 , 在 能 级 劈 裂 远 小 于 相 邻 两 能 级 差 的 情况 下 , 仍 可 用 
双 模 近似 , 因而 有 


A... = (E(4)]e??8 |E(—)) = e-28E sinh(GAE) (5.5.13) 


其 中 _ 、 
E = (E(+)|H|E(+)) = (E(—)|H|E(—)) 


而 AE 表示 能 级 劈 裂 。 插 入 坐标 算 符 本 征 态 完备 性 关系 ， 隧 穿 几 率 幅 可 用 瞬 子 传 
播 子 表示 为 


A,- = f Vi Ode (OK (Or, Ti; Gi, i)dórdó (5.5.14) 


Nom 
其 中 , HAA AR RBA D 38/06 8). WKB 形式 

^^ Ce- JE NAS 
V(—)(6i) EE V/N(Ài) 


Ce Sg, N(o)do 


PE(+)(or) =  JNGO (5.5.15) 


而 
Nb) =F 
归 一 化 常数 取 为 | 


(5.5.16) 


 ji[* dy 
c- f "CEA 
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积分 限 ta 和 a! 是 如 图 5.5.1 所 示 的 瞬 子 轨道 反 转 点 。 
XU BERI sine-Gordon 势 的 归 一 化 常数 和 N (9) 分 别 是 : 


(1) XX S Bt 
C= r i (5.5.17) 
Ness eM 59 VE en(b(k)r) dn(b(k)T7) (5.5.18) 
(2)sine-Gordon 33 
= aere i (5.5.19) 
N(À,) = -ken(r) (5.5.20) 
M 
ns TK 


时 ， 有 瞬 子 轨道 端点 趋 近 于 反 转 点 
di > Fa 


方程 (5.5.14) 中 的 传播 子 仍 按 定 态 相 位 微 扰 算 到 单 圈 近似 。 A TEAD p 
波 函 数 都 是 端点 位 置 的 函数 , 在 反 转 点 邻 域 展开 


10?S 2 
Sc(ótr, Qi; Tt — Ti) = Selor = a, dj = —a; 2G) + 2 age e-«(9r — a) (5.5.21) 
f 


波 函数 的 豪 碱 因子 也 在 反 转 点 邻 域 展开 
z 18? O° (or) 
| Nodo = 2060) = ; Fir i — ay (5.5.22) 
不 难 证 明 - " 
0d — = Tw | Inge ey ES Fal (5.5.23) 
j C — 
Q(ó)) _ _N(n) 
ad? N (r) (5.5.24) 


MERALAR YE A ERT BR 


Se = J E ($) + vo) dr (5.5.25) 
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利用 运动 方程 


: €3) +V (te) = -E 


d 
把 V(t.) 代入 S. 的 表达 式 中 , 得 到 
S, = W 4-28E (5.5.26) 
其 中 
_ dée " 
w= 人 ( te) d (5.5.27) 
称 为 WKB 作用 量 , 双 势 阱 和 sine-Gordon 势 的 结果 分 别 是 : 
MAH m 
W = Sr (1 uH EE) — uK(E) (5.5.28) 


sine-Gordon $5 
W = SIE) — k?K(k)] (5.5.29) 
E(k) Al K(k) 分 别 是 第 二 类 和 第 一 类 完全 椭圆 积分 。 微 扰 积分 I 可 用 引入 
变换 


x(r) = &(r) 十 vo [ Xs NAT jer jdr’ (5.5.30) 

化 为 一 自由 粒子 传播 子 。 因 为 x (8) = xn) = 0, 显然 新 变量 上 的 边 条 件 是 
£(n) =0 (5.5.31) 
Elre) + f(r) 20 (5.5.32) 


fe) = wan [^ eet 


在 微 扰 积分 I 中 插入 关于 边 条 件 的 Lagrange RF ， 
déró(£(rr) + f (72) = 二 f ^ dége-ie(EGO (00) = 1 (5.5.33) 


微 扰 积分 可 算出 为 


ale [me M "n (5.5.34) 
代入 Jacobi 变换 行列 式 


m erm 
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微 扰 积分 1 ARE 


r= z [NN f x 7 (5.5.36) 


几率 幅 方 程 (5.5.14) 的 端点 积分 都 是 Gauss 型 积分 , 完成 端点 积分 后 , 得 到 的 单个 
瞬 子 隧 穿 跃迁 几率 幅 有 十 分 简单 的 形式 


AU! 三 28C2e-We-256 (5.5.37) 
一 个 瞬 子 加 一 个 瞬 子 和 反 瞬 子 对 的 隧 穿 几率 幅 是 


(3) 8 " " 243, —3W , 2E 
A =| an f ar | dr(C ) e e "i 
一 有 一 有 一 月 


3 Coe e280 (5.5.38) 
XT ATA BET JL RR ALG SJ i LR 
4+ = Y^ Agnty = e^?EP sinh(23)C2e—” (5.5.39) 
0 
Bee oF BS 30 fe 
AE = 2C7e— (5.5.40) 


代入 双 势 阱 和 sine-Gordon 势 规 一 化 常数 的 表达 式 ， 隧 穿 劈 裂 公式 分 别 是 
双 势 阱 


1 m? 
AE = oe (5.5.41) 
sine-Gordon 25 i 
AE = Kane EA — k'* K(k)] (5.5.42) 


5.5.4 高 低能 极限 


RES 已 = 0 时 , 周期 瞬 子 解 退 化 为 基态 瞬 子 解 , 而 当 能 量 等 于 势 又 高度 时 , 趋 
于 一 平庸 的 常数 解 
(5.5.43) 
它 位 于 势 合 顶部 ， 是 不 稳定 解 ， 随时 准备 跌落 ,所 以 称 为 “spheleron”, 描述 翻越 势 
侄 顶 部 的 经 典 路 迁 。 周 期 瞬 子 介 于 基态 瞬 子 和 “spheleron” 之 间 。 当 能 量 远 小 于 势 
L BER] sc 


2 
E< Ji (sine-Gordon $) 
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在 两 种 势 情况 下 , 都 有 


“| 
即 
k'—0 
把 完全 椭圆 积分 展开 成 k HERE BK 
4 ; L (=) E ] ke? a a E (=) - 1 k^... (5.5.4) 
K(k!) =In (=) +3 in (=) - | ka ass (5.5.45) 
用 谐振 子 近 似 量 子 化 条 件 
E. (v 十 5) w (5.5.46) 
其 中 
_ /PV(ox) 
ag? 


是 在 64 点 展开 的 小 振荡 频率 ， 和 Stirling AX 


1 


LS aad 
n-t- * 
nt = vas j 
€ 


低能 极限 下 双 势 阱 和 sine-Gordon 势 的 第 n 个 能 级 的 隧 穿 辟 裂 分 别 是 : 
MAH 


2/im [22]^** _ 4 
AE, = PO [5| e 37 (5.5.47) 
sine-Gordon 33 
1 n 95 n+} 
AEn = =e" B (5.5.48) 


双 势 阱 和 sine-Gordon 势 的 第 n 个 能 级 的 隧 穿 辟 裂 可 用 一 统一 公式 表示 : 
24AU 


CU 


AE, = ~ B^ AE, B= 
n: 


2m 
Ww = 
1 


分 别 是 双 势 阱 和 sine-Gordon 势 势 阱 底部 的 小 振动 频率 。 而 


其 中 
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m4 
272 

2 

g? 

则 是 相应 的 隧 穿 势 又 高 度 。 激 发 态 的 量子 隧 穿 可 理解 为 系统 被 热 激发 到 激发 态 ， 
量子 障 穿 在 激发 态 进行 , 称 为 热 助 量子 隧 穿 。 给 定 温度 下 隧 穿 率 可 用 热 平 均 方法 


得 到 。 


AU = 


5.6 ”周期 bounce 和 激发 态 量 子 隧 穿 衰变 
激发 态 量 子 隧 穿 衰变 仍然 需要 相应 的 周期 解 ， 以 反 转 双 势 阱 为 例 , 积分 一 次 后 


运动 方程 为 ; 
; ($) - V(b.) = -E. 


积分 参数 可 看 作 粒 子 能 量 ， 其 值 


E, = a? u?u? 
FEAH L E HE Z [8] 
-u^a > E. >0 
" 三 二 二 站 12k20 
1+ k?? m 
经 典 解 是 
$c = s(k) dn[b(k)7] (5.6.1) 
Jacobi 椭圆 函数 的 模 是 m 
2 -. 
T = G+kP 
2o. 2 [i-k] 1-w 
Poe = ixl 210v 
u? =1- u? 


b(k) = = s(k) 


_a(l+k) [ 2 ]? 
o(k) = Soe nra] 
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5.6.1 ” 微 扰 算 符 的 本 征 态 和 本 征 值 , 多 重负 模 
二 阶 微 扰 本 征 方程 


| (5.6.2) 


可 化 为 一 Lamé 方程 
d?^y 2 2 2 
PE aj- [w € 67 sn(z)]v 一 0 (5.6.3) 


w? 是 能 量 本 征 值 , w 则 是 围绕 经 典 周 期 解 oe 的 小 振动 频率 ， 而 
z = b(k)r 
是 引入 的 新 变量 。5 个 分 离 的 本 征 函 数 Y, y- ,ws 分 别 是 
sn(z)en(z), sn(z)dn(z), 
cn(z) dn(z) 


m 
[sn(z)]? — zal +t JI PY (5.6.4) 


而 相应 的 本 征 值 w?,w5--- w WA 


_3p2(1—k?)? — 35/0 + k?)? 


1+k2 "' 1+ k? 
和 
pu 2 V1 + 14k? + k? 
2u* T 2u COE (5.6.5) 


我 们 得 到 3 个 负 模 。 产生 能 量 虚 部 , 只 需要 也 仅 需要 一 个 负 模 ， 多余 的 负 模 可 由 微 
扰 展 开 的 边 条 件 要 求 
x(n) = x(t) = 0 


除去 , 模 为 7 的 Jacobi 椭圆 函数 的 周期 是 
T = 4K(7) 
根据 前 面 周期 bounce 解 边 条 件 的 选取 , 显然 要 求 当 
z;— 32K, 2=2K 


时 微 扰 波 函数 为 零 , 只 有 零 模 和 一 个 负 模 vo 满足 边 条 件 的 要 求 , 因而 对 量子 隧 穿 
衰变 有 贡献 。 
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5.6.2 ”激发 态 量 子 隧 穿 衰变 率 的 计算 
我 们 从 周期 bounce 量子 隧 穿 跃迁 矩阵 元 


A = (E|e-?9H | E) = e- 28 (5.6.6) 

出 发 , 对 应 的 路 径 积 分 表示 是 
A= [ velo) velo)K (Or mWn)dgrdd (5.6.7) 

AAP PBA WKB 近似 


e i ode 
we(or) =C 


vor 


e l P odd 


Vai 


pel) =C (5.6.8) 


归 一 化 常数 定义 为 


(5.6.9) 


C= if — dọ 
^— 1244 [E - V(6)] 
_ e(1 — k) , | a(l-k) 
O Vi+k? SO o V1 +? 
是 如 图 5.6.1 所 示 的 bounce 反 转 点 。 


而 


图 5.6.1 bounce 轨道 


传播 子 用 定 态 相 位 微 扰 算 到 单 圈 近 似 , 经 典 作用 量 是 
S. = W + 28E. (5.6.10) 


取 端 点 极限 


5.6 ”周期 bounce MARA MT RF HE - 123 - 


T" t — 33; Tp -8 
ga: ór—a 


把 端点 函数 按 (4 — a) ERB BI - Br. 完成 端点 积分 , 得 到 单个 bounce 的 隧 
穿 几率 幅 


AU) = —i2gC?e We 2E-8 (5.6.11) 
n 个 bounce 量子 隧 穿 跃迁 几率 幅 是 
AC) = C) (c2? P e-nw 9 208 (5.6.12) 
总 的 隧 穿 几率 幅 - 
A=) AM ie ag ee (5.6.13) 
n=0 
和 方程 (5.6.6) 比较 , 能 量 虚 部 是 
9E = Ce" (5.6.14) 
W 可 沿 周期 bounce 积分 得 到 , C? 也 由 势 阱 中 两 反 转 点 间 的 积分 计算 , 结果 是 
E 23 ua? f 
"ey LD) We 
站 
c? = WTEC) EK) (5.6.16) 
5.6.3 ”高 低能 极限 
当 积 分 常数 (能 量 ) 等 于 势 垒 高 度 时 
E jeu? 


在 这 种 情况 下 的 spheleron 常数 解 是 
De =a 


它 描述 翻越 势 垒 的 经 典 跃迁 过 程 , 周期 解 介 于 “spheleron” 和 基态 bounce 之 间 。 低 
能 情况 下 
E. < j^? 
即 
k—1 


和 
121, 7-0 
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把 完全 椭圆 积 分 展开 成 y' FERAL 
E(y)=1+ ~ 5 ; (in E ;) 一 3 4" + z E (=) - A y^-.-. (5.6.17) 
K(y) = In (=) + ; D (5) 一 1 y^ eese (5.6.18) 
用 Bohr-Sommerfeld 量子 化 条 件 
Cad = (n $ 3 x (5.6.19) 
不 难得 出 能 谱 是 
B. - (n+ 5) w (5.6.20) 
其 中 
Q?V 
= a lo--0 = uy 
正 是 势 阱 内 的 小 振动 频率 。 
第 ”个 低 激 发 态 能 级 的 虚 部 是 
< E fey ii ED - 
E= xs | 7? | e (5.6.21) 


5.7 量子 隧 穿 几率 幅 计 算 的 LSZ 方法 


双 势 阱 激发 态 共 振 隧 穿 几 率 幅 也 可 用 场 论 中 的 LSZ(Lehmann, Symanzik, Zim- 
mermann) 方法 仅 借助 基态 瞬 子 得 到 , 但 须 计 算 到 高 阶 微 扰 。 我 们 把 势 垒 量子 隧 穿 
看 作 一 散射 过 程 , 需要 计算 S 散射 矩阵 , 对 于 简 并 态 间 的 共振 隧 穿 , t 一 too 的 渐 
近 态 是 相 邻 势 阱 中 的 谐振 子 态 。 场 算 符 的 时 间 演 化 和 按 谐振 子 基 展开 的 场 粒 子 产 
生 算 符 在 相互 作用 绘 景 中 可 用 时 间 微 分 关联 起 来 ， 从 而 建立 5 散射 矩阵 和 Green 
函数 的 关系 , PRA LSZ 约 化 方法 。 对 于 1+0 维 谐振 子 场 , Hamilton 算 符 是 


i= jT 十 d =W (ata + 3 ) (5.7.1) 
场 算 符 o(t) 的 时 间 演 化 可 求解 Heisenberg 方程 精确 得 到 
l ae i! al ei^! 5 
(t) = Wi | + ) (5.7.2) 


产生 算 符 和 场 算 符 的 时 间 演 化 关系 是 


5.7 量子 隧 穿 几率 幅 计算 的 LSZ 方法 . 125. 


= et d(t) + iwd(t)] = — : ect È (t (5.7.3) 


V2w V2w 


双向 偏 导 算 符 Č 表示 向 右 的 时 间 偏 导 减 去 向 左 的 。 
LSZ 方法 的 好 处 是 仅 借助 基态 瞬 子 即 可 得 到 低 激发 态 共 振 隧 穿 率 , 无 须 引 入 周 
期 解 。 我 们 以 sine-Gordon 势 


V(ó) = ail + cos(g¢)) (5.7.4) 


为 例 来 解释 LS 方法 在 量子 隧 穿 计算 中 的 应 用 。 把 势 场 在 相 邻 势 阱 最 小 值 t 邻 
域 展开 到 二 阶 近似 


T 


vie) = le E c3 (5.7.5) 


围绕 极 小 值 的 振动 频率 是 w = 1。 关 键 是 需要 用 瞬 子 解 来 构造 7 一 too 的 渐进 场 
变量 , 我 们 选 


bx = to. (5.7.6) 
其 中 
$c = arcsin[tanh(7)] (5.7.7) 
是 基态 瞬 子 , 这 样 选取 的 目的 是 保证 渐进 场 变 量 满足 极限 条 件 
lm. oz =0 (5.7.8) 


隧 穿 场 只 在 势 又 内 不 为 零 。 定 义 相应 的 准 ( 虚 时 ) Bose T7 EAE KE 


al, = Vie" 2. o. (7) (5.7.9) 
a+ = -Vae" 6+(7) (5.7.10) 
和 隧 穿 场 的 关系 是 ; 
264. — Jglaxe " + al, e"] (5.7.11) 
d Og 2 4 
Qr + gcosh(r) a Te OO 
因而 有 
a sss — 2c (5.7.13) 


(5.7.14) 


dl [m 


4V2 
— —— 
g 
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而 
B+ | roo 7:0 (5.7.15) 
at |=- =0 | (5.7.16) 
物理 意义 非常 清楚 , 它 描述 由 势 阱 “” 到 势 阱 “+” 的 准 粒 子 传播 , 几率 幅 是 
A2 
g 


正 是 我 们 希望 的 结果 。 我 们 的 目的 是 计算 从 势 阱 “” 到 势 阱 “+” EAE AY 
一 个 准 Bose 子 障 穿 几率 幅 , 记 为 ， 


Ar; = Sie?" (5.7.17) 


S 矩阵 元 的 定义 是 
Sei = lim (Olu. (7 Jal (7)|0) (5.7.18) 


T! 00 


代入 Bose 子 产生 和 漂 灭 算 符 时 间 演 化 的 微分 算 符 表示 


a - V2er Z| ba *| G(7',T) (5.7.19) 
两 点 Green 函数 是 
G(r',7) = (019. (7)ó- (7)]0) = 2V26..(7)0- (7) K (5.7.20) 


在 矩阵 元 中 的 o(7) 是 场 算 符 , 而 等 式 右 边 的 是 场 算 符 的 本 征 值 , K 表示 瞬 子 传播 
F, 前 面 的 因子 来 自 端 点 积分 。 因 为 


lim ó-(T)-0, lim $+(7)=0 


因而 
lim G(T',T)=0 (5.7.21) 


T'—oo 


在 此 极限 下 , 显然 Green 函数 对 时 间 的 一 次 求 导 也 为 零 , 不 为 零 的 是 


PG ayak | jm P6560] | sm S| 


T—-—00 


— 2/2K (5) g-28 (5.7.22) 


5.8 ”量子 隧 穿 的 有 限 温度 理论 PO. 


其 中 利用 了 4+ 的 表达 式 和 零 模 的 极限 值 。 一 个 Bose 子 隧 穿 几 率 幅 


2 
AQ? = (2) e 78. /nK = Stie (5.7.23) 
n 个 Bose TEF JL NR 
AT =e (5.7.24) 
n 个 Bose TEF S 矩阵 是 
s= IT tim -vae A x aen G(11,75,:-- T4571, 72; ** . Tn) 
2n 
== Ed Jik (5.7.25) 
n!| g 
用 前 面 给 出 的 单个 瞬 子 的 传播 子 公式 | 


K = LU e- 02 
T 


及 隧 穿 几率 幅 和 能 级 劈 裂 的 关系 , 可 得 到 和 周期 瞬 子 方法 完全 一 样 的 隧 穿 辟 裂 ( 方 
程 5.5.48)。 


(5.7.26) 


5.8 ”量子 隧 穿 的 有 限 温度 理论 


基态 隧 穿 是 零 温 纯 量子 过 程 ， 当 温度 升 高 , 粒子 被 激发 到 激发 态 , 量子 隧 穿 在 
激发 态 进 行 , 称 为 热 助 量子 隧 穿 。 给 定 温度 T 的 隧 穿 率 可 用 Boltzmann 热 平 均 
计算 


I(T) = > = HQ (5.8.1) 
nzl 


l 
En = (es 5) #0 


是 势 阱 中 谐振 子 近 似 能 级 , 小 振动 频率 是 wo, 2 是 谐振 子 配 分 函数 , Boltzmann 常 


数 kp —1 
/— AU? 


wo 


(5.8.2) 


AU BRAS BE. 


= 


I(T) = 2211 -e Fjer 7? (5.8.3) 


EDS BEER BEA UE EIC ASE, 温度 T 的 隧 穿 率 也 仅 可 用 于 低温 区 。 温 度 
提高 应 使 用 周期 瞬 子 。 
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5.8.1 ”从 量子 隧 穿 到 经 典 热 跃迁 的 过 渡 一 一 相 变 过 程 


零 温 时 只 有 基态 隧 穿 , 在 极 低温 度 时 是 纯 量子 隧 穿 过 程 , 随 着 温度 升 高 激发 态 
隧 容 发生,， 即 热 助 量子 隧 穿 , 随 着 温度 继续 升 高 ， 同 时 伴 有 随 着 翻越 势 垒 的 经 典 热 
跃迁 过 程 。 经 典 热 跃 迁 率 服从 Arrhenius 定律 


Da ~ e Se) (5.8.4) 
其 中 
AU 
S (T) = EB (5.8.5) 


AU 是 势 刍 高 度 。 当 温度 高 于 某 一 转变 温度 时 ,， 则 完全 由 经 典 热 跃 迁 主导 。 从 纯 量 
子 隧 穿 到 经 典 热 跃 迁 是 一 相 变 过 程 ， 是 由 隧 穿 率 和 给 定 温度 激发 态 的 占 居 率 两 个 
机 制 竞争 产生 的 : 能 量 提高 隧 穿 率 增 加 ,因为 瞬 子 运动 路 径 变 短 ， 作 用 量 减少 , 但 
高 能 态 的 占据 率 变 小 。 从 周期 瞬 子 周期 和 能 量 关 系 ， 很 容易 解释 经 典 -量子 过 渡 的 
相 变 问题 。 


5.8.2 ”了 瞬 子 周期 和 温度 的 关系 
根据 瞬 子 理论 , 能 量 为 E 的 激发 态 隧 穿 率 零 级 近似 (WKB) 是 
PUES we tk (5.8.6) 


其 中 , 瞬 子 周期 8(E) ( 即 前 面 的 25) 也 是 能 量 的 函数 , W (E) 是 WKB 作用 量 , 而 
e W(E) 则 是 WKB 隧 穿 率 。 另 一 方面 按 Boltzmann 热 平 均 


T(E) ~ e-W(E)- 4 = T (5.8.7) 


因而 


T= (5.8.8) 


1 
B 
S.(T) 表示 热 助 量子 隧 穿 作用 量 , 4 T = 0 时 , S. (T = 0) = S. 就 是 基态 瞬 子 作用 
量 , 是 纯 量子 隧 穿 过 程 。 

对 于 对 称 双 势 阱 模型 , 瞬 子 周期 随 能 量 增加 单调 下 降 , 纯 量子 隧 穿 随 温 度 升 高 
连续 过 渡 到 经 典 热 跃 迁 , 即 


Se > S(T) 一 Sth(T) (5.8.9) 


是 一 个 二 级 相 变 过 程 , 即 Landau 二 级 相 变 。 瞬 子 周期 和 能 量 ， 作 用 量 和 温度 曲线 
如 图 5.8.1 所 示 。 
可 以 定义 序 参数 


AU-E 
hz 5.8. 
AU (5.8.10) 


h KA ECT SAP, h = 1 是 纯 量 子 隧 穿 ， 对 应 作用 量 SL, 而, h = 0 是 经 典 热 跃 迁 ， 
对 应 Su (7), 两 者 之 间 则 是 热 助 量子 隧 穿 5.(T)。 
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T 
(a) (b) 
图 5.8.1 瞬 子 周期 和 能 量 , 作用 量 和 温度 曲线 图 


9.9 分 子 磁 体 宏观 量子 效应 


随 着 半导体 微 电 子 技术 的 发 展 ， 磁 性 材料 的 制备 和 研究 已 进入 纳米 尺度 。 低 
温 下 纳米 磁体 已 表现 出 明显 的 量子 特性 ,纳米 磁体 磁化 矢量 的 隧 穿 即 一 个 宏观 量 
FRA. 量子 态 相 位 及 相干 是 量子 力学 的 核心 概念 , 也 是 量子 信息 工程 的 基础 。 是 
否 存在 宏观 可 区 分 态 , 即 Schrödinger 猫 态 的 相干 合 加 是 自 量子 力学 建立 以 来 极 具 
挑战 性 的 问题 。20 世纪 80 EAR, Leggett 等 指出 ， 宏 观 可 区 分 态 的 相干 和 登 加 可 通 
过 量子 隧 穿 实现 , 也 就 是 说 , 宏观 上 稳定 的 态 之 间 可 通过 量子 隧 穿 相干 关联 。 随 着 
单 畴 磁体 中 隧 穿 率 理论 计算 的 研究 进展 ， 纳 米 磁 体 中 宏观 量子 效应 的 实验 和 动力 
学 理论 研究 成 为 近年 来 的 热点 课题 。 其 实 ， 早 在 20 世纪 50 年 代 就 有 关于 磁 的 宏 
观 量 子 效 应 的 推测 , 但 由 于 理论 和 实验 方面 的 困难 , 没有 引起 重视 。 纳 米 磁 体 中 的 
宏观 量子 效应 指 磁化 矢量 (宏观 可 测量 ) 的 量子 隧 穿 和 磁化 矢量 在 稳定 取向 ( 即 宏 
METS) 之 间 通 过 量子 隧 穿 往复 振荡 (宏观 量子 相干 )。 实 验 上 观察 到 的 磁 滞 回 线 
量子 化 台阶 (图 5.8.2) 和 磁化 矢量 相干 隧 穿 引起 的 共振 吸收 谱 ， 以 及 磁 弛 豫 时 间 的 
低温 反常 (图 5.8.3) 是 公认 的 宏观 量子 现象 。 纳 米 磁 体 宏观 量子 效应 实验 可 用 来 检 
验 量子 力学 的 基本 原理 和 宏观 极限 ， 同 时 和 信息 储存 技术 密切 相关 。 原 则 上 每 个 
单 畴 纳米 磁体 可 以 储存 一 个 比特 信息 ， 其 中 磁化 矢量 的 两 个 稳定 取向 作为 储存 单 
元 的 两 个 状态 。 无 外 场 作用 时 两 状态 保持 稳定 , 因而 可 储存 信息 。 为 提高 计算 速度 
和 增加 存储 密度 ， 必 须 减 小 存储 单元 尺度 。 当 尺度 小 到 出 现 量 子 障 穿 时 ,磁化 矢量 
通过 量子 隧 穿 自动 翻转 , 信息 遗失 。 因 此 , 宏观 量子 相干 隧 穿 最 终 限 制 了 信息 存储 
密度 和 计算 速度 。 早 期 实验 多 用 天 然 磁性 颗粒 ， 如 在 平均 尺度 15nm 的 铁 磁 颗粒 
(Tb. Ce, Fe) 中 观察 到 低温 下 弛 豫 时 间 不 随 混 眶 变化 的 反常 现象 (图 5.8.3)。 但 是 
在 天 然 和 人 造 磁性 颗粒 中 做 的 宏观 量子 相干 实验. 六 铁腕 颗粒 缺乏 全 同性 , 未 能 得 
到 令 人 信服 的 结果 。 近 几 年 来 的 重大 发 现 是 , 某 些 磁性 大 分 子 , 如 Mn. Fes 等 可 
被 看 作 单 畴 磁性 粒子 。 在 阻塞 温度 之 下 ,单个 磁性 分 子 既 表现 出 宏观 磁体 特性 , 如 
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RENER, 也 呈现 纯 量 子 行 为 , 如 磁化 矢量 量子 隧 穿 和 宏观 量子 态 相 干 。 分 子 磁 体 
有 稳定 的 结构 和 优良 的 全 同性 , 成 为 目前 磁性 宏观 量子 效应 实验 的 首选 材料 。 量 子 
隧 穿 导致 宏观 量子 态 相干 登 加 , 这 正 是 量子 计算 所 要 求 的 特性 。 而 从 信息 存储 的 观 
点 ,量子 隧 穿 则 引起 信息 遗失 。 因而 在 实验 和 理论 研究 的 基础 上 建立 和 环境 耦合 的 
单 分 子 磁 体 动力 学 理论 , 进而 形成 控制 单 分 子 量子 特性 的 技术 , 有 重要 的 学 术 意 义 
和 技术 应 用 价值 。 


1.0 


0.5 


--5.5 一 5.0 -4.5 一 4.0 一 3.5 一 3.0 一 2.5 
rr BEE AA 55 588/77 161 0) ET / T 


图 5.8.2 ” 磁 清 回 线 的 量子 化 台阶 
图 5.8.2 和 图 5.8.3 摘自 www.mrs.org/bulletin/November, 2000. 


温度 /K 
图 5.8.3” 磁 弛 豫 时 间 的 温度 曲线 图 , 低温 反常 


5.9.1 宏观 量子 隧 穿 


单 磁 畴 粒子 的 磁 矩 是 一 个 宏观 观察 量 , 磁 矩 的 量子 隧 穿 就 是 一 个 宏观 量子 效 
NL, 实验 观察 到 的 磁 弛 豫 时 间 低 温 反 常 (正常 弛 瑰 时 间 的 对 数 随 温度 线性 变化 , 低 
温 时 和 温度 无 关 (图 5.8.3)) 和 磁 滞 回 线 的 量子 化 台阶 等 都 只 能 用 宏观 量子 隧 穿 来 


解释 。 
5.9.2 ”宏观 量子 态 和 宏观 量子 相干 Schrödinger 猫 态 的 分 子 磁体 实现 
用 分 子 磁体 已 成 功 实 现 了 宏观 量子 态 相 干 , 例如 ，Fes 是 有 双 轴 各 向 异性 的 分 
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子 磁体 , 有 一 难 磁化 轴 (能 量 最 高 ) 及 和 难 轴 垂 直 的 易 磁 化 平面 , 分 子 磁体 可 在 易 磁 
化 平面 内 旋转 , 在 平面 内 有 一 中 间 轴 , 相对 于 最 低能 量 轴 是 一 势 鱼 , 最 低能 量 轴 称 
易 轴 , 经 典 磁 体 只 能 沿 易 轴 的 两 个 平衡 取向 , 是 两 个 宏观 态 。 量 子 隧 穿 可 引起 这 两 
个 宏观 态 相干 登 加 , 即 Schrödinger 猫 态 。 我 们 选 Fes 分 子 磁体 的 难 磁 化 方向 为 2 
轴 , 易 磁化 方向 为 z HH, 则 Fes 分 子 磁 体 可 用 下 面 等 效 Hamilton 量 描述 : 


H = K\S? + K28? (5.9.1) 
其 中 各 向 异性 常数 均 为 正 值 , A 
K > Ke>0 


阁 不 存在 量子 隧 穿 , 磁化 矢量 沿 +r 取向 是 两 宏观 稳定 态 ， 即 宏观 简 并 基态 ， 
WA | 土 )。 磁化 矢量 (宏观 量 ) 的 量子 隧 穿 导 致 两 简 并 宏观 态 相 干 关联 ， 能 级 分 裂 。 
结果 是 

|0) = ZH + 1- )) [= (= I-)) (5.9.2) 


其 中 , AS |0) 能 量 较 低 是 磁体 的 基态 , 而 奇 态 |1) 是 第 一 激发 态 。|j0)，|1》 是 宏观 
BT S. El Schrödinger 猫 态 。 解 含 时 Schrödinger 方程 容易 发 现 , 分 子 磁体 磁 
化 天 量 在 两 易 磁 化 方向 ( 宏观 简 并 基态 ) 间 往 复 隧 穿 振荡 , 隧 穿 率 是 

-Ac -— 


其 中 , AE 表示 基态 能 级 的 隧 穿 劈 裂 , 即 第 一 激发 态 和 基态 的 能 量 差 , h 表示 Planck 
常数 。 图 5.9.1 是 宏观 量子 相干 示意 图 


图 5.9.1 宏观 量子 相干 示意 图 


5.9.3 ” 隧 穿 率 的 计算 一 一 瞬 子 方法 


我 们 用 瞬 子 方法 可 求 隧 穿 劈 裂 , 即 隧 穿 率 。 已 被 实验 观测 到 的 新 奇 结 果 是 自 旋 
宇 称 效 应 , 即 半 整数 自 旋 隧 穿 劈 裂 淳 灭 , 基态 简 并 不 能 消除 , 另外 , 沿 难 轴 加 磁场 时 
会 出 现 Aharanov-Bohm 相位 干涉 效应 , 并 可 用 隧 穿 路 径 的 相位 相干 解释 。 
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1. 自 旋 相干 态 


路 径 积分 需要 用 自 旋 的 经 典 变量 , 能 给 出 自 旋 经 典 变量 的 自 旋 态 是 自 旋 相 干 态 


|n) =ei9(sin $$s cos 68s) g g) = of (e$ e Sl) s) 
s 是 分 子 磁体 总 自 旋 量子 数 
n = (sin 8 cos ¢, sin @ sin ¢, cos 0) 
是 方位 角 为 6 和 o 的 单位 矢量 。 容易 证 明 
Ŝin) = s|n) 


$?|n) = s(s+ 1)|n) 


和 Bose 算 符 相 干 态 一 样 , 自 旋 相干 态 不 是 正 交 基 矢 , 有 如 下 的 内 积 关 系 : 


(ni|n2) = ( eum zn 3] ei?ni m3) 
2 


Hp = sA, m A n,n 和 no = (0,0,1) 在 单位 球面 上 张 成 的 面积 。 


完备 性 关系 是 
Jamnia - à 
中 的 积分 测度 是 
du(n) 一 ax sin 0d6dó 


2. 自 旋 相干 态 的 Dicke SAH 

自 旋 算 符 (大 自 旋 数 ) 和 双 组 分 Bose 算 符 之 间 存 在 Schwinger 关系 
5, -bot, $ = MÀ 
8. - 16th — bb) 


(5.9.4) 


(5.9.5) 


(5.9.6) 


(5.9.7) 


(5.9.8) 


(5.9.9) 


(5.9.10) 


近来 在 双 势 阱 中 的 Bose-Einstein 凝聚 (BEC) 和 光 腔 中 冷 原子 的 量子 相 变 研究 中 


十 分 有 用 , Dicke Æ |s, m) 可 用 Bose 子 算 符 从 真空 态 中 产生 


= Liys-emqEtys—m 
ls m) = "(6h)" "0) 


而 自 旋 相干 态 则 可 用 Dicke 态 表示 为 


E sm s—m 
2s 0 0 i 
一 ai in — i(s—m)¢ 
|n) > ( : (cos 5) (sin z) e |s, m) 


m=—s 


(5.9.11) 


(5.9.12) 
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3. 自 旋 相干 态 路 径 积 分 
考虑 由 自 旋 相干 态 |mi) 到 |ni) 的 传播 子 


K (ne, te; mi, ti) = (n |e ite ni) (5.9.13) 
把 时 间 分 为 无 限 小 间隔 
插入 自 旋 相干 态 完备 性 关系 , 得 到 


N-1 
x= | ji aum) (ncle P [ny 1) (ny: e ei nne n) (5.9.14) 
k=1 


用 相干 态 的 内 积 公 式 
inyin) Z (- 十 T Ti —1 ) eis A( nk m .1) (5.9.15) 
不 难看 出 
A(Nk, Nk-1) 2 (dx T Qk—1)[1 =s cos Ok | (5.9.16) 
而 


ni: Mp1 + 1 


在 e 一 0 极限 情况 下 , 自 旋 算 符 作用 在 自 旋 相干 态 上 , 得 到 相应 的 本 征 值 , 传播 子 
变 为 


N-1 
Ks] T ora x eil k= S(6x -$x-1)(cos 0, —1) — H (Gx x )€] (5.9.17) 
k=l 


SIA ASE Ge IE JU) AE Tit 
ó, p=scosé 


其 正确 性 , 很 容易 通过 计算 经 典 自 旋 
S, = ssinĝ cos, Sy = ssinĝ sin, Sz =scosé 


满足 的 Poisson 括号 
{Si, Sj} = > €i j,k Ok 
k 


来 验证 。 传 播 子 可 形式 上 写 为 
K — J D[$|D(pje 9 + Sw2) (5.9.18) 
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其 中 
S= T [pd — H (6, p)]dt (5.9.19) 


表示 经 典 作用 量 , 而 | 
Swz = fa (5.9.20) 


FR Wess-Zummino 拓扑 作用 量 , d$ S = 整数 , 它 没 有 观测 效应 , 对 于 半 整 数 自 
旋 系 统 则 产生 相位 相 于 。 当 系统 的 动量 是 二 次 式 时 , 动量 积分 变 为 Gauss 积分 可 
积 出 。 

作业 5.5 证 明 变 量 o 和 p 的 Poisson 括号 {¢,p} = 1 MHA HUY 
(S 一 oo) 下 成 立 。 


4. 自 旋 宇 称 效 应 一 一 半 整 数 自 旋 的 隧 穿 劈 裂 淳 灭 


我 们 用 自 旋 相干 态 路 径 积 分 计算 分 子 磁 体 Fes 两 简 并 宏观 基态 | 土 ) 间 的 量子 隧 
穿 传播 子 , 用 自 旋 相干 态 和 方程 (5.9.1) 的 双 轴 各 疝 异 性 分 子 磁体 Fes 的 Hamilton 
算 符 , 可 得 到 传播 子 的 明显 表达 式 , 作用 量 中 的 经 典 Hamilton 是 


2 
H(p) = Fg TVO (5.9.21) 
而 
1 _ Ka 
mig) = 2Ki[l — Asin?(¢)]’ ai Kı 9) 
是 和 空间 坐标 相关 的 质量 , APR 
V(¢) = Kos sin? ó (5.9.23) 


是 4 的 周期 函数 。 传 播 子 中 动量 是 Gauss 型 积分 , 因而 可 积 出 ， 得 到 组 态 空间 传 


播 子 
K = | D|$]e 5 * 9wz) (5.9.24) 


-JEPE ve 


简 并 基态 间 的 量子 隧 穿 关联 使 基态 能 级 展 宽 成 能 带 。 我 们 考虑 0 —0 A o — x Z 
间 穿 越 势 健 的 旋转 , 引入 虚 时 


作用 量 是 


dt (5.9.25) 


p= jl 


量子 隧 穿 传播 子 是 
K, = i D[$je 9: ti3wz (5.9.26) 


其 中 
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Se = Í Ledr (5.9.27) 


是 虚 时 作用 量 , 而 
Le = mig) E3 + V(¢) (5.9.28) 

表示 虚 时 拉 氏 量 , Wess-Zummino 拓扑 作用 量变 为 虚 时 后 形式 不 变 
Swz = JE (5.9.29) 


因为 xx 是 空间 的 同一 点 , 所 以 $ = 0 和 = 之 间 穿 越 势 又 的 旋转 有 逆 时 针 和 
顺 时 针 旋 转 两 条 路 径 (图 5.9.2), 虽然 逆 时 针 和 顺 时 针 旋 转 的 虚 时 作用 量 相 等 , 但 
Wess-Zummino 拓扑 作用 量 却 改变 符号 


Swz = "d = 9. 
WZ :| $ = sx (5.9.30) 
m -7 
Swz = s | do = —sx (5.9.31) 
0 
两 种 转动 路 径 的 贡献 求 平 均 后 得 到 的 量子 隧 穿 传播 子 为 
Ke = cos(sn) K.(n, 8;0, —8) (5.9.32) 
其 中 ] 
K.(x, 8:0, —8) = a D|óje- /el (ae)? +V(9)jdr (5.9.33) 
0 


我 们 得 到 非常 有 趣 的 量子 隧 穿 宇 称 效应 , 半 整 数 自 旋 隧 穿 劈 裂 淳 灭 ,这 是 Wess- 
Zummino 拓扑 相位 干涉 的 结果 。 半 整数 自 旋 隧 穿 劈 裂 淳 灭 正 是 Kramer 简 并 一 一 
具有 时 间 反 演 不 变 的 半 整 数 自 旋 系统 基态 简 并 不 可 能 解除 。 


5.9.2” 顺 时 针 和 逆 时 针 势 又 下 的 隧 穿 旋 转 
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5. MT EE ROS EUR 一 一 皮子 方法 
隧 穿 传播 子 可 用 通常 的 瞬 子 方法 计算 , PET UE 


be = arcsin[cosh? woT — Asinh? wor]- à (5.9.34) 
we = AK, Kos? 
沿 瞬 子 轨道 计算 得 到 的 经 典 作 用 量 是 
NE i aui cu d VA 
os i _m(de)é2dr = sin + (5.9.35) 
场 论 中 也 称 瞬 子 质量 。 用 定 态 相位 微 扰 计算 到 单 圈 近 似 的 基态 隧 穿 劈 裂 是 
Ae = 24 a * Male Smith (5.9.36) 


实际 的 能 级 劈 裂 来 自 两 种 转动 路 径 的 贡献 , 结果 和 系统 的 总 自 旋 数 有 关 
AE = cos sx Ac (5.9.37) 


半 整 数 自 旋 隧 穿 劈 裂 莽 灭 , 也 称 自 旋 宇 称 效应 。 
6. 宏观 量子 态 相 位 干涉 效应 


除 自 旋 宇 称 效应 外 , 沿 Fes 分 子 磁体 难 轴 方 向 加 磁场 也 产生 一 个 Wess-Zumino 
类 型 的 拓扑 作用 项 ， 从 而 量子 态 有 一 个 和 磁场 值 有 关 的 Aharonov-Bohm 相位 。 宏 
观 量子 态 相位 干涉 引起 隧 穿 辟 裂 随 外 场 振荡 ， 加 外 场 后 Hamilton 算 符 记 为 


H = Kı? + K2S? — gup BS, (5.9.38) 
用 量子 隧 穿 的 瞬 子 方法 可 求 得 隧 穿 辟 裂 随 外 场 大 小 变化 的 函数 关系 。B 表示 外 磁 
场 , g 表示 自 旋 9 AY, je 是 Bohr 磁 子 。 上 节 虚 时 拉 氏 量 中 的 势能 变 为 


(gup B)? Asin? à 
4K(1 — Asin? 9) 


Wess-Zummino 作用 量 部 分 增加 了 一 个 由 磁场 产生 的 拓扑 项 , 相应 的 拉 氏 量 是 时 间 
的 全 导数 , 不 影响 运动 方程 , 但 可 产生 有 观测 效应 的 拓扑 相位 干涉 


Swz = s | 6 (4) Lar, (5.9.40) 


V(¢) = K3s? sin? ¢ — (5.9.39) 


其 中 


gupB 
dii i 2K\s(1 — Asin? 9) 
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逆 时 针 和 顺 时 针 旋 转 路 径 平 均 的 量子 隧 穿 传播 子 为 (图 5.9.3) 
Ke = cos(nO) K.(x, 8;0, —8) (5.9.41) 


得 到 一 重要 的 量子 隧 穿 振荡 常数 


u gupB 
仅 和 分 子 磁体 基本 参数 及 外 场 有 关 。 
Bee FS NAR 
AE = cos OAc (5.9.43) 


外 加 磁场 不 仅 产生 了 一 个 拓扑 相位 , 而 且 改变 了 等 效 势 能 , BERE IM sa De SF 35-4 DE 
低 , 能 级 劈 裂 增 大 。 当 磁场 变化 到 使 6 为 半 整 数 时 , 隧 穿 劈 裂 淳 灭 , 整数 时 达到 最 
大 值 , 能 级 劈 裂 随 磁场 振荡 , 周期 为 


2V/1— AK; 


gHBS 


AB = (5.9.44) 


As,/ 107K 


Ae /10 7K 


图 5.9.3 ”基态 隧 穿 劈 裂 随 外场 大 小 和 方向 角 的 变化 
(a) 整数 自 旋 ; (b) 半 整 数 自 旋 


如 果 磁 场 加 在 难 轴 和 中 间 轴 平面 内 , 即 模型 Hamilton Bt (方程 (5.9.1)) 的 y-z 
平面 ,磁场 方向 和 难 轴 ( 轴 ) 的 夹 角 记 为 7, 磁场 使 正 y 轴 方 向 的 势 又 降低 (图 
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5.9.2 中 zi Ach ZAMS, z1(7) 表示 顺 时 针 旋 转 的 瞬 子 轨道 ), 而 反方 同 的 势 
又 增高 (图 5.9.2 中 z 和 of 之 间 的 势 鸡 ,zo(7) 表示 逆 时 针 旋 转 的 瞬 子 轨道 )。 用 
瞬 子 方法 得 到 如 图 5.9.3 所 示 的 分 子 磁体 基态 能 级 量子 隧 穿 臂 裂 随 外 场 大 小 和 方 问 
角 的 变化 。 整 数 自 旋 磁体 有 和 零 场 辟 裂 (图 5.9.3(a)), FRM ARMAS HERE K 
(图 5.9.3(b))。 由 下 到 上 是 随 方向 角 增加 的 曲线 , 7 增 大 时 , 同一 外 场 值 在 中 间 轴 
(y 轴 ) 方向 的 分 量变 大 , HLE, 量子 隧 穿 增强 。 用 非常 简单 化 的 模型 Hamilton 
量 (方程 (5.9.1)), 瞬 子 方法 给 出 了 和 实验 结果 相当 符合 的 理论 曲线 (图 5.9.3)。 

7. 等 效 势 方法 

除 自 旋 相 干 态 路 径 积 分 外 , 大 自 旋 系统 的 能 谱 还 可 用 自 旋 的 等 效 势 方法 计算 ， 
即 把 自 旋 算 符 换 成 等 效 的 微分 算 符 , 系统 可 约 化 为 粒子 在 外 势 场 中 的 运动 。 我 们 以 
双 轴 各 向 异性 的 分 子 磁体 Fes 模型 Hamilton 量 为 例 来 解释 这 一 方法 。 在 S, 表象 
HEA Schrödinger 方程 


H p(o) = E®(¢) (5.9.45) 
的 生成 函数 可 构造 为 
S(p) = pa EPEA EEA e n ^ (5.9.46) 
它 显然 满足 边 条 件 


P(o + 2x) = e'*** (4) (5.9.47) 


整数 自 旋 是 周期 函数 , 而 半 整 数目 旋 是 反 周 期 函数 , E 旋转 下 改变 符号 。 在 这 
一 生成 函数 上 , 自 旋 有 如 下 微分 算 符 形式 : 


m d " 
Sa = 80089 — sing, Kidd ded 


dó 
‘i _d 
5, = Es (5.9.48) 
jE AX Schrödinger 方程 中 的 自 旋 用 相应 的 微分 算 符 替 代 , 则 有 
-x K; sin? d)-.. — K Am 
1 — Kzsin aig 一 21575 sin( $) ip 
--K2(s? cos? 由 十 ssin? J ($) = Ed(qQ) (5.9.49) 
为 消 掉 一 次 微分 项 , 并 使 等 效 粒 子 的 质量 变 为 常数 , 我 们 作 下 面 的 变换 : 
$9(7)) = [dn(z)]* V(z) (5.9.50) 
新 坐标 变量 定义 为 第 一 类 不 完全 椭圆 积分 
oy NM 
em | a = POH (5.9.51) 
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k= VX 是 椭圆 积分 的 模 , dn(z) REUS k 的 Jacobi 椭圆 函数 。 在 这 一 变换 下 , 我 
们 得 到 势 场 中 的 单 粒子 Schródinger 方程 为 


+ V(z) ¥(z) = E V (x) (5.9.52) 


其 中 


cn? (x) 

n^(z) 
是 z 变量 的 周期 势 函 数 。 相 邻 势 阱 间 的 量子 隧 穿 可 用 瞬 子 方法 计算 。 
5.9.4 ”量子 一 一 经 典 过 渡 , 一 级 相 变 


磁体 中 的 宏观 亚 稳 态 衰变 和 简 并 宏观 量子 态 之 间 的 相干 关联 在 零 温 时 是 纯 量 
子 隧 穿 过 程 , 温度 升 高 ， 热 助 隧 穿 参 与 ， 同 时 伴随 着 经 典 热 激 活 过 程 。 随 着 温度 继 
续 升 高 , 经 典 热 跃迁 的 作用 增 大 ,， 当 温度 高 于 某 一 转变 温度 时 , 则 完全 由 经 典 热 激 
活 过 程 主导 。 前面 已 指出 , 对 于 通常 的 势 垒 , 周期 瞬 子 的 周期 随 能 量 升 高 而 单调 减 
小 , 经 典 和 量子 之 间 的 过 渡 是 二 级 相 变 过 程 。 分 子 磁体 提供 了 一 级 相 变 存 在 的 物理 
模型 , 我 们 还 以 双 轴 各 向 异性 的 分 子 磁体 Fes 模型 来 论证 一 级 相 变 的 产生 。 从 方程 
(5.9.21) 的 Hamilton 量 得 到 能 量 为 E 的 周期 瞬 子 解 ， 能 量 介 于 零 和 势 垒 高 度 之 间 


Vo >E>O0 
而 Vo = Kos? 是 隧 穿 势 垒 高 度 。 周 期 瞬 子 解 为 


V(x) = Kos(s + D (5.9.53) 


: 1 — k? sn2(w 1 
(7) = arcsin E (5.9.54) 
其 中 Jacobi 椭圆 函数 sn(wr) 的 模 是 
Ks? -E 
Kos? — AE 
ý "E 
| 入 2 2 
wW = Wo 1 ga wo = 4K, Kos 
瞬 子 周期 的 表达 式 为 : 


图 5.9.4 是 周期 随 能 量变 化 的 数值 解 (Ki = 1,5? = 1000), 当 各 向 异性 常数 和 = 0.3 
时 周期 随 能 量 的 增加 单调 碱 小 (图 5.9.4(a)), 因而 得 到 二 级 相 变 。 而 A = 0.9 时 ， 


. 140 - 第 5 章 路径 积分 , 量子 隧 穿 的 瞬 子 方法 和 宏观 量子 效应 


周期 先 减 小 到 一 极 小 值 后 继而 增 大 (图 5.9.4(b))。 这 种 非 单 调 变化 是 由 势 又 形状 引 
起 的 ， 并 可 由 各 向 异性 常数 的 比值 和 调节 。 热 助 量子 隘 穿 作用 量 随 瞬 子 周期 和 温 
度 变化 的 关系 可 由 有 瞬 子 解 计算 为 


ST) = = +2W(E) 


W = xx IK — (1 — AkŽ)II(Ak?, k)] (5.9.56) 
1 
而 H(Ak?,k) 是 第 三 类 完全 椭圆 积分 。 翻 越 势 又 的 热 跃迁 作用 量 根据 定义 是 
Kos? E 
Sa(T) = ^7 (5.9.57) 


5.9.5 是 入 = 0.9 时 的 作用 量 - 温 度 曲线 


E 

(a) 
0.4 

0.375 \=0.9 
0.35 
0.325 
e 0.3 
0.275 
0.25 
0.225 
0 200 400 600 800 
E 
(b) 


图 5.9.4 周期 瞬 子 周期 随 能 量 的 变化 曲线 


显然 经 典 - 量 子 过 渡 (BIA Sq) 到 SeT) 的 过 渡 ) 是 一 级 相 变 。 一 个 有 趣 的 
事实 是 ， 若 把 作用 量 和 van Der Waals 气体 中 的 烩 对 应 ， 把 周期 和 能 量 关 系 图 和 . 
van Der Waals 气体 状态 方程 中 的 压强 -体积 图 对 应 , 两 者 则 十 分 相似 。 
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第 6 章 。” 超 对 称 量 子 力学 ,孤子 (BF) 
稳定 性 和 涨 落 方 程 


超 对 称 在 量子 场 论 中 提出 的 目的 是 试图 统一 描述 基本 相互 作用 ， 把 对 易 和 反 
对 易 关 系统 一 到 一 个 封闭 代数 内 ，Fermi 子 和 Bose 子 之 间 由 一 变换 联系 ， 称 超 对 
称 场 论 。 非 破 缺 超 对 称 导 致 Fermi 子 谱 和 Bose 子 谱 的 简 并 , 所 以 需要 自发 对 称 破 
ik, Witten 提出 量子 力学 超 对 称 模型 是 为 了 理解 和 检验 场 论 中 的 对 称 破 缺 ， 因 为 
量子 力学 “Toy” 模 型 不 仅 精 确 可 解 , 且 物 理 图 像 清晰 。 后 来 发 现 , 这 一 理论 框架 在 
精确 可 解 势 模型 的 研究 中 十 分 有 用 , 可 解 势 形成 超 对 称 家 族 , 可 从 已 知 的 精确 解构 
造 出 属 同一 超 对 称 家 族 势 的 新 解 ， 可 解 模型 的 因 式 化 方法 可 纳入 超 对 称 理论 框架 ， 
因而 被 广泛 应 用 于 原子 、 分 子 物理 和 凝聚 态 。 本 章 中, 我 们 首先 简要 介绍 超 对 称 量 
子 力学 理论 , 然后 讨论 三 种 1+1 维 可 解 势 的 孤子 (PET) 解 的 稳定 性 和 围绕 经 典 组 
Æ (classical configuration) 的 涨 落 方程 。 它 们 形成 一 超 对 称 家 族 ,， 可 能 在 除 量 子 隧 
道 效 应 的 其 他 领域 , 特别 是 精确 可 解 势 的 理论 中 有 用 。 


6.1 超 对 称 量子 力学 模型 


考虑 一 个 最 简单 的 一 维 空间 二 分 量 和 矩阵 Hamilton WA. 即 超 对 称 量子 力学 模 
型 
H= Sp + W(x)] — 573W'(z) (6.1.1) 
一 维 点 粒子 正则 变量 满足 通常 的 对 易 关 系 , 我 们 仍然 选 自然 单位 h—d0. 点 粒子 质 
量 为 单位 1。 


[r.p] 2 i 


W(x) 是 z 的 实 函 数 , 称 为 超 对 称 势 。 


03 = ( 1 p (6.1.2) 


Q = A(z, piy, QI = Aty (6.1.3) 


FIARA EERI 
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其 中 
A 


V2 
是 Bose 算 符 , 对 易 关 系 自 然 是 


(A, At] = W'(z) (6.1.5) 


当 W =z 时, 它 退 化 到 通常 Bose T7 ^E RISE XCBCREISDSE EL R S, M 


0 0 0 1 
LIÉ 4 EET E] (6.1.6) 


分 别 代表 Fermi 分 量 潭 灭 和 产生 算 符 , 满足 反对 易 关系 


ie 


_ i + 一 
(p-iW), A 万 


A= (p+iW) (6.1.4) 


{yy} 21 (6.1.7) 
{7,7} = (0545) 20 (6.1.8) 

容易 验证 超 荷 和 Hamilton 算 符 对 易 
(Q, H) = [Q', H] =0 (6.1.9) 


其 他 对 易 关 系 是 
{Q,Q} = {Q',Q'} =0 
Hamilton 算 符 可 写 为 超 荷 的 反对 易 子 
H = (Q',Q) (6.1.10) 


以 上 对 易 和 反对 易 关 系 形 成 一 封闭 的 s!(1,1) 超 代 数 。 
Hamilton 算 符 也 可 用 Bose 算 符 A 和 A! 的 反对 易 和 对 易 关 系 表示 为 


H=3{4, At} - 503[4, At) (6.1.11) 
ee 2 6.1.12 
^| 0 AA! (9:112) 
-( exo (6.1.13) 

0 H. 


我 们 得 到 两 分 量 一 维 势 因 式 化 的 Hamilton 算 符 


eee Vy ren Gee 
+= -75l^7ag + Ye 
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1 d? 
H_ = AAt = 2 (i + v-(2)) 
两 分 量 的 势 函数 可 由 超 对 称 势 W 统一 描述 为 
Vi = W?(z) F W'(z) (6.1.14) 
它们 属于 同一 超 对 称 家 族 , 这 一 超 对 称 量子 力学 模型 的 关键 点 在 于 , 只 要 知道 其 中 
一 个 Hamilton 算 符 的 解 ,， 另 一 个 可 用 Bose FEREKA (At, A) 作用 在 已 知 解 
上 生成 。 若 超 对 称 Hamilton 算 符 有 能 量 本 征 态 , 例如 


HW = Ey (6.1.15) 


Ii 


旋 量 态 定义 为 


有 变换 关系 


Vu = VEA Ya 
Va = VE Ayu (6.1.16) 
定义 旋 量 
ai Lot) 
Va 0 
则 
QU, 0, Q'P, x0 (6.1.17) 
n 1 1 
Ql Ya = JE v QV,= g” (6.1.18) 


如 果 把 Va, v, 分 别 看 作 Bose 和 Fermi 分 量 , 则 超 荷 算 符 可 实现 Bose 和 Fermi 场 
分 量 间 变换 。 


6.2 ext Pair 


Witten 引入 超 对 称 量 子 力学 的 目的 是 试图 用 一 可 解 模型 来 实现 和 理解 超 对 称 
破 缺 ,而 这 在 非 微 扰 场 论 中 是 极其 困难 的 。 我 们 给 出 Bose 和 Fermi 场 分 量 间 变换 
和 对 称 破 缺 的 一 个 具体 例子 ,对 给 定 的 超 势 W, Hamilton 算 符 He 本 征 方程 有 零 
能 解 

Hips —0, y(x) = Ne 三 YY )dr (6.2.1) 
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H Vd =0, w(x) = Nel Wd" (6.2.2) 
N 是 规 一 化 系数 , 非 对 称 破 缺 要 求 旋 量 波 函 数 满足 条 件 
Qolz) = Q' Vy — 0 (6.2.3) 


ye 
m= ( 
零 能 解 we 和 wd 只 有 一 个 是 平方 可 积 的 ， 即 可 归 一 化 ， 如果 超 势 W 在 z BIE 
或 负 无 穷 时 的 值 分 别 为 正 或 负 , we 可 规 一 , 而 wa 则 不 可 能 归 一 , 加 规 一 化 条 件 的 


基态 旋 量 波 函 数 只 能 是 . 
wo = ( ) (6.2.4) 


8 = 0, 零 能 基态 非 简 并 , 非 对 称 破 缺 方程 (6.2.3) R. H- 的 基态 只 能 从 A, 的 
第 一 激发 态 由 超 对 称 关 系 生成 , 如果 Ha 的 第 一 激发 态 是 


Hyi = Evi 
则 五、 的 基态 
H_v§ = Ejv6 (6.2.5) 
可 由 超 对 称 关系 得 到 
vd = ETAY}, E = E} (6.2.6) 


一 般 而 言 , H- 的 第 n 个 激发 态 和 Hi 的 第 n+1 个 激发 态 对 应 。 反 之 , 若 超 势 W 
在 x 趋 于 正 或 负 无 穷 时 的 值 分 别 为 负 或 正 ， RAER vi 可 归 一 , 则 非 简 并 的 基 


态 旋 量 是 
wo = | ) (6.2.7) 


H+wo = Eowo 


H, 的 基态 


只 能 从 H- 的 第 一 激发 态 
H_W = Ed 
生成 | 
vo = V Ed At v (6.2.8) 
非 对 称 破 缺 是 零 能 基态 的 结果 , 若 基 态 能 量 不 为 零 , 则 产生 对 称 破 缺 , 这 时 Ha 的 
本 征 态 一 一 对 应 , 不 存在 非 简 并 的 零 能 基态 。 描 述 超 对 称 破 缺 的 Witten 指数 定义 
为 
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A = Tr(-1)" (6.2.9) 
其 中 求 迹 运算 要 覆盖 超 Hamilton 算 符 的 所 有 分 立 和 连续 本 征 态 。 在 超 对 称 量子 力 
学 中 Fermi 子 数 算 符 是 
三 T — 03) (6.2.10) 
因为 超 对 称 旋 量 波 函 数 是 
Wp (x) 
Pala) = | i | 
算 符 (—1)F 在 Bose 分 量 wu(z) 和 Fermi 分 量 wda(z) 上 的 本 征 值 分 别 为 41, 
因而 对 称 破 缺 的 Witten 指数 是 零 


A=0 
而 非 对 称 破 缺 的 Witten 指数 是 
Az=1 
图 6.2.1 是 非 超 对 称 破 缺 能 谱 。 
E 一 一 ————— E} 
E; E, 
E; ———————— — E 
E; Ey 


图 6.2.1  3ERDSUERS REC AER a ORE B 


6.3 ”围绕 经 典 解 的 涨 落 方程 和 超 对 称 


ABR 5 章 论 述 了 量子 隧 穿 的 瞬 子 方法 ， 围 绕 瞬 子 解 的 量子 涨 落 方程 是 
Schrödinger 方程 , 我 们 发 现 双 势 阱 、 反 转 双 势 阱 和 sine-Gordon 势 的 量子 涨 落 方程 
有 超 对 称 关系 。 


6.3.1 1+1 维 经 典 场 孤 子 (BT) 解 稳定 性 和 量子 涨 落 方程 


点 粒子 (空间 零 维 ) 在 1 维 势 场 中 运动 的 量子 理论 对 应 1 + 1 维 经 典 场 论 ， 标 
量 场 变量 用 9(z,t) RAN, 我 们 考虑 静态 场 情 况 ， 静 态 场 拉 氏 密度 是 


_ 1fd¢\? 


6.3 ”围绕 经 典 解 的 涨 落 方程 和 超 对 称 


零 能 经 典 解 pe 满足 方程 


围绕 经 典 解 o. 的 涨 沙 记 为 v 
(2) = be(2) + Wo) 
BOR 5 章 中 的 路 径 积分 定 态 相位 微 拓 理 论 ， 作 用 量 分 为 两 部 分 
S = S(¢-) + 6S 
2 
sg) = fa |; (S5) + Vio.) 


55 = i v(z)M (be)b(a)da 


二 阶 微 扰 算 符 是 
1 H 


其 中 
" d-V 
V (dc) — Age lé-*- 


量子 涨 落 算 符 的 本 征 方程 和 本 征 态 记 为 
My, = Ej, 


其 中 , vo 表示 零 模 ， 本 征 值 为 零 
Eo 一 0 


6.3.2 WF (RT) 稳定 性 的 物理 解释 和 判 据 


- 151- 


(6.3.2) 


(6.3.3) 


(6.3.4) 


(6.3.5) 


孤子 稳定 性 是 一 个 复杂 问题 , 这 里 给 出 孤子 解 ( 瞬 子 则 是 相应 的 虚 时 解 ) 稳定 
性 的 一 个 简单 的 物理 解释 和 判 据 , 它 完 全 由 涨 落 方程 的 本 征 值 确定 。 为 此 我 们 考虑 


偏离 经 典 组 态 (classical configuration) 的 小 含 时 扰动 
$ = óc + x(z,t) 

把 偏离 经 典 解 的 小 扰动 按 涨 落 方 程 本 征 函 数 w。 展开 

x(z,t) = 9 "e7 ty, (x) 


n 


(6.3.6) 


(6.3.7) 
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代入 场 方程 "m 
立即 得 到 涨 落 方程 本 征 值 和 小 振动 频率 的 关系 
Es =w? (6.3.9) 


显然 ， 当 涨 落 方程 本 征 值 大 于 零 时 , 经 典 组 态 稳定 ; 反之 , 若 有 负 模 存在 ， 则 小 振 
动 衰减 , 经 典 组 态 不 稳定 。 对 于 瞬 子 来 说 , 负 模 导致 亚 稳 基态 隧 穿 衰变 。 本 章 揭 示 
一 个 十 分 有 趣 的 事实 , 所 有 1+1 维 孤 子 ， 瞬 子 解 的 涨 落 方程 构成 一 个 量子 力学 超 
对 称 家 族 。 


6.3.3 SRAM 
定义 量子 涨 落 算 符 为 超 对 称 Hamilton 的 Fermi 分 量 , Bl 


1i a » 
H- =M= 3 |- xa *V"2) 


M 是 第 5 章 中 的 量子 涨 落 算 符 (5.4.16). 
根据 方程 (6.1.14) 相应 的 超 对 称 势 可 用 零 模 构造 


~ 1 dyo _ ge(z) 
W(x) = oa Fo (6.3.10) 
H+ 的 零 能 解 分 别 记 为 
H-Vd =0 
Hiv —0 
则 基态 旋 量 
go = ( y ) (6.3.11) 
由 运动 方程 (6.3.2) 不 难得 到 Bose 分 量 Hamilton 算 符 为 
2 7 
H, = ; ES 十 7 ed 一 v"(6e) (6.3.12) 
显然 存在 非 破 缺 超 对 称 


Q% — Qv, —0 
因为 超 对 称 Hamilton 算 符 的 两 个 零 能 基态 互 为 倒数 关系 


1 
u 
[o < —— 
Vo wa 
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只 有 其 中 一 个 可 归 一 或 者 平方 可 积 。 

作业 6.1 证 明 超 对 称 势 表 达 式 方程 (6.3.10) 和 Bose 分 量 Hamilton 算 符 
(6.3.12)。 

我 们 给 出 三 种 隧 穿 势 模型 量子 涨 落 算 符 的 超 对 称 势 , 为 简洁 起 见 , 我 们 把 第 5 
章 中 sine-Gordon 势 、 双 势 阱 和 反 转 双 势 阱 的 参数 都 取 为 单位 1, WA 


Vi(¢) = (1 + cos¢) 
V(6) = 5(¢? 一 1)? 


val) = 5 {1 — (&? - 1)? (6.3.13) 
基态 ( 零 能 ) 瞬 子 解 分 别 为 
$1 = 2arcsin(tanh z) 
$9 = tanh z 
da — V2sech(V2z) 


三 种 势 微 扰 算 符 M 的 零 模 、 超 对 称 势 和 Hamilton 算 符 分 别 为 
1) sine-Gordon 势 


零 模 
wo = $1 = 2sech z 
超 对 称 势 
W = — tanhz 
超 对 称 Hamilton 算 符 
1 d 
dai" | "dat ] 
dens " ere 2sech* 6.3.14 
-=5 dr 一 2sech^r (6.3.14) 
Bose 分 量 的 基态 解 
Hv = 0 
显然 是 
Vo x cosh z (6.3.15) 
而 
jd 一 
Vo X S (6.3.16) 


只 有 vog 是 平方 可 积 的 。 
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2) 双 势 阱 势 
零 模 
wo = sech? z 
超 对 称 势 
W(x) = 一 2tanhz 
超 对 称 Hamilton 算 符 
H, = 引 - = +4 — 2sechžz 
H. = z|- - +4 — 6sech*a] 
只 有 基态 Fermi 子 分 量 


we « (sech z)? 


平方 可 积 。 以 上 两 种 情况 均 有 非 破 缺 超 对 称 ，Witten 指数 


A 
3) 反 转 双 势 阱 势 
量子 涨 落 算 符 
M = ;| - E — 6sech?z +1] z= V2« 
2 dz? 2 i 
有 离散 本 征 值 
E=--,0 
和 连续 谱 
-+p, p>d 
负 模 和 零 模 本 征 函数 分 别 是 


V. = sech?z ` 
Vo = 2 tanh z sech z 


零 模 不 是 最 低能 态 ， 可 以 用 负 模 构造 超 对 称 势 


“4 
= bos = —Ztanhz 
相应 的 Fermi 和 Bose ^) Hamilton 算 符 则 分 别 是 
2 
H_ =M+3= z|- +3 +4 — Gsech| 


H = la d^ + 4 — 2sech?z 
A rg dz? 


(6.3.17) 


(6.3.18) 
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6.3.4 周期 解 涨 落 方程 的 超 对 称 势 


前 面 我 们 讨论 的 是 围 比 基 态 孤子 ( 瞬 子 ) 量子 涨 落 方程 的 超 对 称 ， 基 态 孤 子 的 
能 量 为 零 , MRA AA RI 


1 | de, FN 
Al d - V($c) & -E, (6.3.19) 
则 得 到 空间 的 周期 解 OQ FRETS. UJ A RE FA RAR) 


T 表示 周期 。 下 面 我 们 讨论 围绕 周期 解 量子 扰动 方程 的 超 对 称 
1) sine-Gordon 势 
第 5 章 给 出 了 周期 解 
pe = 2arcsin|k sn(z)| 
其 中 


O<k<1 
是 Jacobi 椭圆 函数 sn(z) 的 模 , 其 周期 为 
T = 4nK(k) 
而 n 是 大 于 零 的 正 数 , K(k) 表示 第 一 类 完全 椭圆 积分 。 周 期 孤子 能 量 是 
E: = 4(1 ~ k?) 


量子 涨 落 方程 
Mv 3| - s eme) - 1] y= By (6.3.21) 
dii nde T ‘ 3. 
是 一 个 Lame 方程 ，z = V2z。 
其 分 立 本 征 函 数 和 本 征 值 分 别 是 


dn(z), cn(z), sn(z) 


k?-1 _ K? 
E=- 0 -— 
2 E 


零 模 不 是 基态 ， 和 反 转 双 势 阱 一 样 , 用 负 模 构 造 超 势 和 超 对 称 Hamilton 算 符 
(dn(z))” . ENT sn(z) en(z) 


digi T dn(z) 


dn?(z) sn?(z) — cn?(z) 
dn?(z) 
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Bose 和 Fermi 分 量 Hamilton 算 符 分 别 是 


k?—1 1 d? 2 
H-=M-— =3 | - 44: + 2k? sn(z) - el (6.3.22) 
-If d Qaem _ ye 
H.-— 2| i2 + 2k df) k | (6.3.23) 
2) 双 势 阱 势 
周期 解 
e(z) = kb(k)sn(z) 
是 新 变量 


z — b(k)x 
的 函数 。Jacobi 椭圆 函数 sn(x) 的 模 是 k, 而 参数 


2 
i Fes 
Rok 的 函数 。 量 子 涨 落 算 符 求 得 为 


l 
2 


2 
M = jb — 十 (Gr2sn2(2) 一 273] (6.3.24) 
其 分 立 本 征 函数 和 本 征 值 分 别 是 ， 


sn(z)cn(z), sn(z)dn(z), cn(z)dn(z) 
1 


sn*(z) 一 zal +k? F J1- k?(1 — k2)] (6.3.25) 
和 
i 3 3k? 
^— b2(k)(1 + k2)' b2(k)(1 + k?) 
1 vA — k?(1— k?) : 
0, B f + | (6.3.26) 
最 后 一 个 是 负 模 , 用 它 构造 的 超 势 为 
.. 2sn(z)en(z)dn(z) 
W = sni(z) — (E) 
其 中 


ky = zl +k?+ /1- Pk) 


6.3 围绕 经 典 解 的 涨 落 方程 和 超 对 称 .157- 


超 势 的 一 阶 导数 是 


2[cn?(z)dn?(z) — sn2(z)dn2(z) — k?sn?(z)cn?(z)] 
sn?(z) — n(z) 
4sn?(z)en?(z)dn?(z) 
(sn?(z) — n(k))? 


Fermi 和 Bose 分 量 Hamilton 算 符 分 别 为 
H. = 3 | - g — 6k?sn?(z) + 2[1 + k? — /1 — k2 (1 — k?) jj (6.3.27) 
H, = j- T + 6k?sn?(z) — 2[1 + k? — y1 — k?(1— | 


8sn?(z)en?(z)dn?(z) 
(G) ne)? 


W'- 


(6.3.28) 


3) 反 转 双 势 阱 势 
周期 bounce 解 
e(z) = 8(k)dn(z) 
中 的 Jacobi WARS TRE 
z = f(k)x 
Jacobi 椭圆 函数 sn(z) WH ^ 定义 为 
2 4k 
Y = Fk 
参数 
TE ] +k 
V1 +k? 
是 大 的 函数 ,量子 涨 落 算 符 求 得 为 
Mt in + 6y?sn?(z) 十 一 一 一 一 6 


2 dz2 8? (k) 


其 分 离 本 征 函 数 和 双 势 阱 势 的 形式 一 样 , 但 须 把 Jacobi 椭圆 函数 的 模 由 大 换 成 y， 
相应 的 本 征 值 是 

3 (1—k2)? 3 (1+k2)? 

2 B2(k\(1+k2)’ 2 62K) X) 


Vi + 14k2 + k? 


TT BRR E) 
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除 零 模 外 全 为 负 模 , 用 最 低能 量 本 征 态 ( 双 势 阱 势 量 子 涨 落 算 符 的 负 模 ) 构造 的 超 
对 称 算 符 和 双 势 阱 势 的 形式 相同 ， 当 然 要 把 模 k BRA yo 

我 们 用 超 对 称 量子 力学 方法 得 到 一 个 庞大 的 一 维 精 确 可 解 周期 势 家 族 ， 它 们 
可 能 有 实际 的 技术 应 用 . 
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第 7 章 ”量子 算法 的 少 比特 数 模拟 及 量子 计算 的 
绝热 操纵 实现 方案 


除了 量子 计算 的 一 般 性 背景 介绍 外 , 本 章 内 容 主要 取材 于 我 们 的 两 篇 论文 , 即 
PRA 71, 022317(2005) 及 PRL 100, 113601(2008)。 在 前 一 工作 中 , 考虑 到 实际 存 
在 着 的 相干 错误 , 我 们 在 少 比特 数 水 平 上 模拟 了 著名 的 Shor 量子 算法 ; 而 在 后 一 
项 工作 中 , 我 们 提出 了 绝热 逻辑 门 量子 计算 方案 , 它 兼 具 标准 绝热 量子 计算 方案 中 
对 操作 时 间 不 敏感 性 的 优点 和 通常 逻辑 门 量 子 计算 方案 中 普 适 性 的 优点 。 


7.1 量子 计算 概述 


本 节 首 先 回 顾 量子 计算 的 发 展 历 史 、 主 要 背景 及 其 所 涉及 的 一 些 基 本 概念 。 
7.1.1 ”经典 计算 的 原理 性 限制 


由 经 典 物理 理论 支配 着 的 电子 通信 和 电子 计算 机 技术 , 现在 (并 且 在 可 预期 的 
未 来 相当 长 时 间 内 仍 将 ) 是 人 们 传送 和 处 理 信息 的 主要 途径 和 工具 。 AM, 这 一 局 
面 正面 临 着 以 量子 物理 为 理论 基础 的 量子 信息 技术 的 越 来 越 严 峻 的 挑战 。 

量子 计算 是 量子 信息 科学 中 最 重要 的 研究 领域 之 一 。 最早, Feynman 首先 认识 
到 , 经 典 的 电子 计算 机 将 不 可 能 有 效 地 对 量子 系统 的 动力 学 行为 进行 模拟 。 的 确 ， 
作为 经 典 图 灵机 具体 实现 形式 的 电子 计算 机 ， 其 运算 速度 的 进一步 提高 将 受到 如 
下 三 种 原理 上 的 限制 : 

(1) 计算 速度 不 断 提高 的 追求 , 需要 不 断 提高 作为 电子 计算 机 硬件 基础 的 微 电 
子 元 器 件 的 集成 度 。 但 是 , 电子 元 器 件 的 小 型 化 必然 受到 量子 极限 尺寸 的 限制 。 实 
bs E. 在 纳米 量 级 上 量子 效应 将 很 显著 , 因而 受 经 典 物理 规律 支配 的 微 电 子 元 器 件 
的 小 型 化 努力 几乎 走 到 了 尽头 。 

(2) 电子 计算 机 的 每 一 步 操作 都 是 不 可 逆 的 ,而 根据 热力 学 原理 这 样 的 过 程 是 
一 定 要 消耗 热量 的 ， 因 而 计算 芯片 的 发 热 问题 是 提高 电子 计算 机 计算 能 力 所 无 法 
逾越 的 障碍 。 

(3) KAER. 电子 计算 机 的 计算 是 串 行 的 而 不 具有 内 在 的 并 行 性 。 因 此 , 通 
过 连接 更 多 的 计算 资源 来 解决 大 规模 并 行 计算 需要 的 复杂 性 极 大 而 难以 实现 。 比 
如 , 要 模拟 一 个 由 四 十 个 自 旋 1/2 粒子 组 成 的 量子 系统 的 演化 过 程 , 要 求 电子 计算 
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机 至 少 要 有 219 ~ 106M 的 内 存 , 并 且 可 有 效 地 计算 一 个 24 x 210 维 矩 阵 的 指数 。 
这 对 电子 计算 机 来 说 , 显然 是 不 可 能 完成 的 任务 。 原 则 上 , 这 一 问题 的 解决 只 能 由 
未 来 的 量子 计算 机 来 完成 。 

对 由 量子 力学 基本 原理 所 支配 的 计算 机 来 说 ,原则 上 以 上 制约 着 电子 计算 机 
计算 能 力 提高 的 原理 限制 都 将 不 再 存在 。 这 是 因为 , 构成 量子 计算 机 “芯片” 的 核 
心 元 器 件 实际 上 就 是 一 些 量子 器 件 ; 并 且 量 子 计算 正 是 由 一 系列 可 道 的 乏 正 演化 
完成 的 , 因而 理论 上 说 在 计算 过 程 中 并 不 消耗 能 量 , 所 以 不 存在 发 热 问 题 ; 更 重要 
的 是 ,量子 计算 是 建立 在 量子 态 登 加 原理 基础 上 的 , 故而 自动 地 具有 并 行 性 。 


7.1.2 ”量子 计算 的 并 行 性 


第 一 个 显示 量子 计算 并 行 性 的 算法 是 Deutsch-Jozsa 算法 。 假定 布尔 函数 f(z) 
的 取 值 整体 上 只 有 两 种 可 能 : O 对 所 有 的 输入 , 输出 恒 等 于 “0” 或 “1”， 即 该 函 
数 是 常数 型 的 ; O 对 所 有 的 输入 , 其 输出 一 半 等 于 “0”, 55 — EE T- "1", BER 
数 是 平衡 型 的 。 现在 的 问题 是 , 如 何 确定 该 函数 是 属于 这 两 种 类 型 中 的 哪 一 种 。 显 
然 , 对 这 个 问题 的 回答 , 经 典 计算 只 能 是 依次 计算 各 种 不 同 输入 的 输出 值 ,， 然后 将 
所 有 的 输出 结果 综合 起 来 给 出 结论 。 所 以 ,如 果 输 入 的 自 变量 有 N 个 , 那么 需要 
计算 的 次 数 就 是 O(N)。 但 对 量子 计算 机 而 言 ， 只 需要 运行 Deutsch-Jozsa 算法 一 
次 便 能 得 到 问题 的 答案 。 为 简便 起 见 , 我 们 以 最 简单 的 两 比特 系统 为 例 来 具体 看 看 
这 一 算法 是 如 何 完 成 的 。 

对 两 比特 系统 而 言 , 输入 的 数字 信号 只 有 四 个 , BI z = 00,01,10,11。 经 典 计 算 
要 给 出 f(z) 是 常数 型 的 还 是 平衡 型 的 , 需要 对 每 个 输入 信号 依次 计算 f(r), 这 样 
共 需 要 四 次 才能 得 出 结论 。 但 Deutsch-Jozsa 量子 算法 对 这 一 问题 的 求解 则 采取 了 
一 种 完全 不 同 的 解法 , 它 主要 包括 如 下 的 几 个 步骤 : 

(1) 将 两 比特 存储 器 制备 为 各 种 可 能 输入 数 态 的 等 概率 登 加 态 , 同时 引入 一 个 
制备 于 又 加 态 的 单 比特 辅助 存储 器 。 初 始 时 刻 两 比特 都 自然 地 处 于 它们 的 量子 基 
AX |00) = |Xo)。 对 每 个 比特 施行 所 谓 的 Hadamard 变换 


^ 1 L d 
Uy 一 V3 ( ] E (01) 
可 得 


2 
X1) = [T8;lxo) = > (100) + |01) + |10) + [11)) (7.1.2) 
j=1 


- >》 lz) (7.1.3) 


z—00,01,10,11 


同时 , E EGER BTE RR ae ae hl A on F AS: 


T1 量子 计算 概述 “161- 


TA S <5 Y^ (-1yly) (7.1.4) 


y=0,1 


(2) 对 两 个 存储 器 施行 一 个 联合 量子 操作 , 即 受 控 f- 操作 Ujy, 得 到 


Ô sX Y) - [Xy)lY e f(2)) = 719]1xiy)lY) = XY) (7.1.5) 
= 5 [710/9100 (—1)/ Ion) + (1) 09110) + (-1)/0 111) elY) 
(7.1.6) 


(3) 再 次 对 存储 器 的 每 个 比特 施行 一 次 Hadamard 操作 , 得 


2 


\X2) = [T 65x) (7.1.7) 
j71 
= 5 (Al00) + Bjo1) + Cl10) + DI11)) (7.1.8) 


其 中 
2, 1)7090) 4. (-19 0D de (-1)/00 4-(-1)/009 


AR 

B = (—1)/00 — (1) FD + (21)/00) _ (.3)üD 
C poma rm = (ye rufum 
D = (—1)FO) — (3)/(00 — (1) 09 4. (1f00 


最 后 , 为 了 “ 读 出 ”函数 f(z) 的 整体 特性 我 们 对 存储 器 进行 投影 测量 P = 100) 00}, 
得 到 结果 : Poo = |4|?/4。 显 然 , WR f(x) 是 常数 型 的 , 则 Poo, = 1; RZ, MR 
f(x) 是 平衡 型 的 , 则 Poo) = 0。 通过 这 个 例子 我 们 看 到 , 量子 计算 的 效率 比 经 典 计 
算 高 的 一 个 根本 原因 是 , 不 同 输入 情况 下 函数 f(x) 的 取 值 被 并 行 地 进行 了 计算 ， 
其 整体 特性 进而 再 通过 量子 干涉 效应 归结 为 计算 末 态 中 某 个 计算 基 的 取 值 概率 。 

以 上 所 举 的 简单 例子 ， 充 分 展示 了 建立 在 量子 力学 态 登 加 原理 基础 上 的 量子 
计算 所 具有 的 自动 并 行 性 。 这 一 特性 是 所 有 量子 算法 构造 的 基础 。 


7.1.3 ”量子 计算 的 主要 步骤 


一 般 而 言 , 一 个 量子 计算 的 过 程 大 致 分 为 以 下 三 步 : 

(1) 制备 : 要 求 将 “芯片 ” 中 的 各 个 比特 制备 在 某 个 特定 的 量子 初 态 上 , 通常 
是 其 基态 。 当 然 , 还 要 求 这 些 比特 在 计算 过 程 中 必须 保持 有 和 良好 的 量子 相 于 性 , 从 
而 保证 量子 态 登 加 原理 能 够 一 直 成 立 。 

(2) 计算 : 施行 完成 预想 计算 功能 的 各 种 可 道 么 正 演化 , 这 些 演化 就 是 计算 过 
程 中 的 各 种 “操作 ”。 类比 于 经 典 计算 ， 人 们 相信 量子 计算 也 可 以 由 一 些 基 本 的 量 
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子 逻 辑 运 算 组 成 。 确实, 已 经 证 明 任 意 的 两 比特 操作 加 上 单 比 特 的 任意 旋转 就 可 以 
构成 一 个 通用 基本 逻辑 门 集 : 任何 量子 计算 都 可 以 由 它们 的 某 种 组 合 来 完成 。 

(3) 读 取 : 对 量子 存储 器 进行 量子 测量 ， 读 出 计算 结果 。 要 指出 的 是 ， 大 多 数 
的 量子 计算 末 态 仍然 是 计算 基 的 某 种 量子 登 加 态 ， 所 以 投影 到 某 个 计算 基 上 的 测 
量 所 输出 的 结果 一 般 都 是 概率 性 的 。 所 以 , 量子 计算 通常 需要 重复 多 次 才能 得 到 最 
后 比较 明确 的 结果 。 

运行 一 个 量子 算法 的 量子 计算 过 程 , 可 以 一 般 性 地 用 所 谓 的 “量子 电路 ”表示 ， 
它 由 设计 好 的 一 系列 乏 正 演化 过 程 组 成 。 例如 , 施行 上 节 所 提 及 的 两 比特 Deutsch- 
Jozsa 算法 的 量子 计算 过 程 所 采用 的 正 是 下 面 的 “量子 电路 ”( 图 7.1.1)。 


(10-11) 


图 7.1.1 运行 两 比特 Deutsch-Jozsa 算法 的 “量子 电路 ” 


7.2 Shor 量子 算法 及 其 少 比 特 数 情况 下 的 模拟 


正 是 Shor 量子 算法 的 提出 , 才 使 量子 计算 不 再 仅仅 停留 在 理论 上 的 兴趣 ， 而 
且 具 有 了 现实 意义 : 这 一 算法 能 对 现行 信息 安全 所 依仗 的 大 数 因子 分 解难 题 进行 
有 效 的 破解 。 由 此 , 真正 激 起 了 人 们 对 量子 信息 科学 的 关注 。 

本 节 将 在 回顾 这 一 著名 量子 算法 基本 思想 的 基础 上 ， 对 其 少 比特 数 情 况 下 的 
运行 进行 数值 模拟 。 我 们 的 工作 证 明 ， 尽 管 计算 系统 的 量子 相干 性 能 够 很 好 地 保 
持 , 但 与 各 操作 (LIEBE) 之 间 弛 瑰 有 关 的 相干 错误 仍 对 算法 的 运行 产生 重要 影 
Wi. 


7.2.1 Shor 量子 算法 的 基本 思想 


在 Shor 算法 提出 以 前 ， 人们 一 直 相 信 尚 没有 一 种 有 效 的 算法 能 对 当今 广泛 应 
用 着 的 公 钥 密码 体系 的 安全 性 构成 威胁 ， 因 为 这 一 体系 的 安全 性 依赖 于 这 样 的 一 
个 命题 ， 即 大 数 因子 分 解 是 一 个 难 解 的 问题 。 

比如 , 在 我 们 熟悉 的 RSA 公 钥 密码 体系 中 , 密 钥 的 生成 方法 是 : 首先 , 找到 两 
个 大 质数 p, q (它们 都 是 100—200 位 十 进 制 的 数字 ), 计算 N = p -q 的 值 及 Eular 
FRA O(N) = (p—1)-(q—1); 其 次 , 在 1 < e < o(N) 范围 内 随机 选择 一 个 与 o(N) 


7.20 Shor 量子 算法 及 其 少 比特 数 情况 下 的 模拟 «183 - 


互 质 的 整数 , 计算 模 O(N) 下 e 的 逆 元 d = e—!modd(N); 最 后 , 定义 公 和 钥 是 (N,e), 
私 钥 是 d (Mp, q) 可见, 这 一 密码 框架 的 安全 性 在 理论 上 完全 取决 于 大 整数 n 的 
质 因 数 分 解 的 困难 性 。 因 为 要 从 公 钥 (N,e) 中 想得到 密 钥 a 必须 先 要 得 到 (p,q). 
事实 上 ， 大 数 因 子 分 解 的 算法 研究 一 直 是 数论 和 密码 分 析 理 论 研 究 的 一 个 重要 课 
题 , 但 一 直 没 有 找到 能 在 经 典 电子 计算 机 上 可 以 运行 的 有 效 算 法 。 一般 认为 ,实现 
这 一 分 解 的 主要 步骤 是 : 

(1) 随机 选择 一 个 与 N 互 素 的 整数 y, 1 < yY < Ni 

(2) 计算 模 指 数 函 数 fy(a) = y^ modN, a = 0,1,2,… 的 最 小 周期 r; 

(3) 计算 Z = yr, BARIER Z x15 的 最 大 公约 数 , 它们 就 是 大 
AN 的 两 个 质 因数 。 

显然 , 在 这 一 分 解 方法 中 , 周期 了 的 求 得 是 最 为 关键 的 。 目 前 已 知 的 经 典 算 
法 之 所 以 不 是 有 效 的 ， 原 因 就 是 这 些 算法 求解 周期 T 的 复杂 性 都 是 呈 指 数 率 增长 
的 。 而 对 Shor 量子 算法 而 言 , 这 一 解法 却 可 以 有 效 地 进行 ,因为 其 计算 的 复杂 性 
只 是 多 项 式 地 增加 的 。 物理 上 , Shor 量子 算法 之 所 以 对 大 数 因 子 分 解 是 有 效 的 , 是 
基于 下 面 的 两 点 : @ 利用 量子 态 登 加 原理 所 赋予 的 量子 并 行 性 ， 可 以 同时 计算 各 
个 a 值 所 对 应 的 模 指 数 函 数 fvy(a) 的 取 值 ; @ 引入 量子 Fourier 变换 ,使 得 周期 
T 所 对 应 的 解 的 输出 概率 能 够 通过 量子 干涉 而 得 以 增加 ( 即 在 最 后 的 量子 测量 中 
非 解 的 输出 概率 显著 变 小 )。 最 后 一 点 是 Shor 最 富 创意 的 贡献 , 它 是 此 算法 有 效 性 
的 根本 保证 。 事实 上 , 对 涉及 m 个 比特 的 大 数 因 子 分 解 问题 , 量子 Fourier 变换 总 
共 只 需 mm 十 1)/2 ~ O(m?) 个 基本 量子 逻辑 门 操作 。 所 以 , 对 大 数 因子 分 解 问题 
Shor 算法 是 一 种 有 效 的 算法 : 其 复杂 度 随 着 问题 的 规模 只 是 多 项 式 地 增加 。 

现在 ,实验 上 已 经 实现 了 最 多 涉及 七 个 比特 的 Shor 算法 ， 其 更 大 规模 实现 的 
实验 研究 正在 进行 当中 。 


7.2.2 Shor 量子 算法 的 少 比特 数 模拟 : 相干 错误 的 纠正 


在 一 个 理想 的 量子 计算 过 程 中 , 所 有 涉及 的 操作 都 假定 是 精确 进行 的 。 但 实际 
上 任何 一 个 计算 过 程 的 物理 实现 都 不 可 避免 地 受到 各 种 噪声 和 操作 不 完全 精确 的 
影响 。 大 体 上 来 讲 , 计算 错误 可 以 分 为 两 种 不 同类 型 : 非 相 干 和 相干 的 错误 。 非 相 
二 错误 主要 来 自 于 计算 系统 与 外 部 环境 的 随机 耦合 ， 而 相干 错误 通常 来 源 于 么 正 
演化 过 程 中 演化 时 间 设 置 的 不 精确 性 。 很 多 工作 已 经 讨论 了 非 相 干 错 误 的 消除 和 
避免 办 法 , 这 里 我 们 主要 关注 相干 错误 。 通 常情 况 下 , 两 个 量子 比特 的 能 级 具有 不 
同 的 能 量 , 在 连续 两 次 操作 的 有 限时 间 间 隔 内 , 量子 存储 器 的 县 加 波 函 数 进行 快速 
的 相干 振 功 。 这 些 振 功 如 果 不 能 得 到 有 效 抑制 的 话 , 将 影响 量子 算法 的 正确 运行 。 
理论 上 , 通过 调整 量子 比特 能 量 劈 裂 到 零 , 或 者 用 两 个 物理 量子 比特 编码 一 个 逻辑 
量子 比特 使 这 两 个 逻辑 态 有 相同 的 能 量 , 或 者 通过 在 计算 过 程 中 引入 一 个 的 “ 自 
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然 ” 位 相等 都 可 以 避免 这 些 相干 动力 学 位 相 错 误 。 但 在 实际 的 操作 中 , 这 些 方法 并 
不 一 定 是 完全 有 效 或 者 是 最 经 济 的 。 为 简便 起 见 , 我 们 将 这 种 错误 完全 归结 于 两 个 
相继 么 正 操作 之 间 (BERERA) 量子 比特 的 内 在 动力 学 演化 。 

标准 的 Shor 算法 需要 用 两 个 量子 存储 器 来 实现 : 一 个 是 具有 工 个 量子 比特 的 
工作 存储 器 W, 其 任务 是 用 于 寻找 最 小 周期 T; 另 一 个 是 由 L' 个 量子 比特 组 成 的 
辅助 存储 器 A, 用 于 存储 函数 计算 中 所 得 到 的 函数 f(z)。 这 里 , N? <Q = 24 < 2N? 
和 22-1<N<2,Q 是 该 工作 存储 器 中 Hilbert 空间 的 维 数 。 我 们 运行 Shor 量 
子 算 法 计算 过 程 的 简化 操作 步骤 可 由 图 7.2.1 给 出 示意 : 


辅助 存储 器 工作 存储 器 


图 7.2.1 实施 Shor 算法 的 简化 量子 电路 
其 中 7j *(j —1,2,3) 是 在 连续 操作 之 人 间 的 时 间 延 迟 。 这里, H 表示 的 是 Hadamard |]. 而 F 表示 的 是 量 
子 Fourier 变换 


(1) 将 工作 存储 器 初始 化 为 其 计算 基 矢 的 等 概率 又 加 态 , 而 辅助 存储 器 则 初始 
化 为 其 逻辑 基态 |0)。 最 初 , 每 个 工作 量子 比特 都 是 处 在 其 逻辑 的 基态 0) 上 的 , 经 
过 一 个 Hadamard 门 操作 后 PURRA 系统 的 计算 初 态 


170) = 75 3 Uh w & |0)a (7.2.1) 
在 有 限 的 时 间 延 迟 01 之 后 , 在 第 二 ic I 整个 系统 的 初 态 | v (0)) AEA 
| 到 (m))》 = 万 二 eiBin|j)w @ e 107110) 4 (7.2.2) 


XE, E; 是 态 |j) 的 能 量 且 h=1. UF, tm (m=1,2,3,---) 表示 在 第 m 一 1 次 
和 第 m 次 么 正 变换 之 间 的 时 间 间 隔 ; e(« tm) 是 第 m 次 么 正 变换 的 作用 时 间 , 这 
里 假定 它 与 其 他 时 间 尺 度 相 比 是 非常 小 的 故而 所 对 应 的 动力 学 位 相 可 以 忽略 。 

(2) 计算 fv,a(j) =a) modN 并 存储 于 存储 器 A 中 , 然后 通过 一 个 联合 操作 V 
将 工作 存储 器 与 辅助 记 存 器 纠缠 起 来 。 在 一 个 有 限时 间 延 迟 0 之 后 , 在 下 一 步 之 
前 ( 即 第 三 次 乏 正 变换 )， 整个 系统 变 为 如 下 的 纠缠 态 : 
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| 更 (rr + 72) LY lv)w ® |ó) 4 (7.2.3) 
va o 
其 中 
ló) A = exp[-iE;, s (s)T2]|fa.v(s)) A 
和 


[Ww = 》 exp[-iEies(rio + 02)]llr + s)w 
i=0 

XE, w= [(g 一 s 一 1)/7] 是 小 于 (q— s— 1)/r 的 最 大 整数 。 

(3) 在 计算 基 |;)a 中 对 辅助 存储 器 |d)4 进行 投影 测量 。 在 这 个 操作 之 后 ,， 整 
个 系统 的 态 变 为 Art + 72°)) = vri  72))w Slol  72))4. HRA, 这 时 
两 个 存储 器 已 经 退 纠缠 , HF APE EIA AS ALP AB. 比 
如 ， 如 果 在 测量 辅助 存储 器 时 得 到 的 值 为 A. = asmodN, 那么 工作 存储 器 将 立刻 
变 为 


1 = 
liri F 72 )w = Vw+1 > exp[-iEj..s (7; + Ta )||lr + s)w (7.2.4) 
i=0 


经 历 了 第 三 段 时 间 延 迟 73 后 , 工作 存储 器 演化 为 


| 1 oc + 
(ry + T +73))w = Jani 》 exp[-iFirss(7i* + 73 +73)] x |lr -- s)w (7.2.5) 
i=0 


(4) 对 工作 存储 器 施行 第 四 次 么 正 变 换 , 即 量子 Fourier 变换 (F 变换 ) 以 便 提 
Mr 的 信息 , 即使 a^modN = 1 成 立 的 最 小 整数 。 在 此 变换 后 , 工作 存储 器 的 状态 
变 为 


一 g(k)|k)w (7.2.6) 
VQ = 
HP rart+rt +t, HA 
2 . k w 
g(k) = UR 2, exp[-iFi sans + 2xilkr/Q| (7.2.7) 


在 另 一 个 延迟 时 间 74 ( 即 应 用 第 四 次 么 正 变换 之 前 ) 后 , 工作 存储 器 的 状态 变 为 


Q- 
lw(r+m))w = Y aeo (7.2.8) 
VQ — 
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(5) 最 后 , 我 们 在 计算 基 |j)w 上 对 工作 存储 器 进行 投影 测量 , 得 到 数 态 |k) 的 
几率 是 


2 


P(k) 》 exp[-iEqr+s)7 + 2xilkr/Q)] (7.2.9) 
l=0 


1 

~ Q(w+1) 
注意 这 里 的 P(k) 只 依赖 于 总 有 效 的 延迟 时 间 7 = T] 73 73e 

显然 , 如 果 没 有 任何 操作 延迟 rn = 0 WR (7.1.5) 中 的 几率 分 布 P(k) 就 会 过 
渡 到 理想 Shor 量子 算法 所 得 到 的 结果 。 这 里 的 结果 清楚 地 表明 ,由 于 有 登 加 波 函 数 
中 的 动力 学 位 相 所 导致 的 相干 错误 的 干扰 , 可 预期 的 概率 分 布 已 被 明显 地 修改 , 这 
将 导致 在 最 后 的 输出 中 得 到 预期 结果 的 概率 变 低 。 

实际 上 ， 以 上 的 动力 学 位 相 相干 错误 可 以 通过 设 定 特定 的 位 相 匹 配 条 件 来 消 
除 。 不 失 一 般 性 , 我 们 假定 所 有 的 量子 比特 具有 相同 的 能 谱 , 因而 具有 相同 数量 的 
激发 比特 的 不 同 量子 态 将 获得 相同 的 动力 学 位 相 。 例如, 在 延迟 时 间 上 之 间 , 四 比 
特 态 |13020100) 和 |03020110) 将 获得 相同 的 动力 学 位 相 exp( —i3eot — ie1t)« XX. eo 
和 el 分 别 是 一 个 比特 处 在 基态 0) 和 激发 态 |1) 的 能 量 。 在 这 种 近似 下 , 式 (7.1.5) 
可 写 为 


2 


1 w 
»» exp[2ailk 5) exp[—im TA] (7.2.10) 
1=0 


Q(w 4 1) 
其 中 , A = el 一 eo 是 比特 的 能 级 劈 裂 , m, 是 量子 比特 数 。 很 明显 , 当 整 个 有 效 延 迟 
时 间 r(r = Tj 723 +73) 满足 如 下 的 位 相 匹配 条 件 : 


P(k) = 


TA —(t1—€g)r -2nx, n=1,2,3,.. (7.2.11) 


时 ， 上述 的 概率 分 布 P(k) 又 将 回复 到 理想 计算 所 得 到 的 结果 。 

上 面 的 一 般 性 讨论 , 可 以 通过 一 个 很 简单 的 实例 来 具体 说 明 。 比 如 , 要 对 最 小 
的 复合 数 4 进行 因数 分 解 ， 我们 需要 一 个 两 量子 比特 的 工作 存储 器 和 一 个 两 比特 
的 辅助 存储 器 。 取 a = 3, 则 经 过 以 上 所 论 的 四 个 简化 步骤 后 , 工作 存储 器 的 量子 
态 为 


Y(T +74))w = = {5 (low +e "4111 )w)® 5 6l00)w + Allow) 


7 7 [Cl0)w + €ll)w +e ecl2)w +e "*^6|3)w] . (7.2.12) 
其 中 , ¢=1+e7'74, €=1-e7'74, 这 里 , |ax)w 指 的 是 在 工作 记 存 器 中 第 大 个 
比特 k = 0,1 的 逻辑 态 (a = 0,1)。 另 外 ,|0)w = [0:09)w. IID)w = [0119). |2)w = 
11100) |3)w = |l110)w。 可 见 ， 如 果 将 辅助 存储 器 进行 投影 Pa = Dalla W 
工作 存储 器 将 塌 缩 到 要 么 Ow 态 ， BA |2)w 态 ， 相 应 的 概率 均 为 pe = qc? = 
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[1 + cos(7A)]/4。 可 见 ， 只 要 满足 相位 匹配 的 条 件 (7.1.7)， 预期 的 测量 结果 将 为 
pe 三 1/2。 

对 于 稍微 复杂 些 的 分 解 , 比如 我 们 用 9 个 工作 比特 对 N = 21 做 因 式 分 解 , 可 取 
a = 5。 数 值 模拟 得 出 的 图 7.2.2 显示 了 对 应 不 同 的 延迟 时 间 Ar = 0,0.4r, x, 1.6r, 2x 
情况 下 , 各 种 可 能 输出 的 概率 分 布 。 显 然 ， 当 满足 相位 匹配 条 件 时 ,结果 与 理想 计 
算 情况 下 输出 的 结果 相同 。 


0.15 Ar=0 或 2r 
0.10 
0.05 
0.00 
0 256 2 
vs | | AT MI | 
0.01 
0.00 
0 256 512 
0.02 


ATrT-—tK 
0.00 
0 


256 512 


02 
9.4 Ar=1.6n 
0.01 
0.00 
Ü 


256 512 


PIK) 


图 7.2.2 ”对 不 同时 间 延 迟 : Ar = 0, 0.47, n, 1.6r, 2m, 模拟 Shor 量子 算法 得 到 数 态 |k) 的 输 
出 几率 分 布 。 这 里, N = 21,Q = 512,a=5 及 r=6 


一 般 地 , 为 了 定量 描述 这 些 动力 学 位 相 导致 的 相干 错误 , 我 们 引入 一 个 与 延迟 
时 间 相 关 的 函数 pelke) 用 来 量化 获得 正确 结果 ke 的 总 概率 ， 即 


P, = M pe(Ke) (7.2.13) 
ke 


就 是 所 有 正确 结果 的 输出 率 。 理想 情况 下 应 该 有 P. = 1。 图 7.2.3 分 别 给 出 了 我 们 
用 4, 9, 11 个 工作 比特 对 N = 15,21,33 (其 中 a = 13, 5,5) 进行 因子 分 解 模拟 所 得 
到 的 正确 输出 结果 P. 与 延迟 时 间 的 关系 。 可 见 , 在 满足 位 相 匹 配 条 件 下 ， 总 能 够 
得 到 期 望 的 结果 。 对 于 其 他 延迟 情况 , 特别 是 当 rA = (e — €o)r = (2n - 1)x 时 ， 
动力 学 位 相 相干 错 误 将 完全 抑制 了 正确 的 结果 输出 。 

至 此 , 我 们 已 经 完成 了 应 用 Shor 量子 算法 对 直到 整数 33 的 因子 分 解 模拟 。 当 
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然 这 仅仅 是 一 种 利用 电子 计算 机 来 实现 的 数值 模拟 , 与 在 量子 计算 机 上 运行 这 一 
算法 的 真实 情况 还 有 本 质 的 不 同 。 最 后 我 们 强调 , 由 动力 学 位 相 引 起 的 相干 错误 和 
由 于 比特 退 相干 引起 的 非 相 干 错 误 之 间 是 有 本 质 性 的 不 同 的 。 原 则 上 ,， 相 干 错 误 
不 会 造成 信息 损失 , 而 且 它 是 周期 性 变化 的 , 但 对 相干 错误 如 退 相干 效应 而 言 , 得 
到 正确 计算 结果 的 概率 将 会 随 着 计算 时 间 的 增长 而 呈 某 种 指数 形式 的 衰减 。 另 外 ， 
动力 学 位 相 导 致 的 么 正 错误 通常 是 以 相同 的 方式 在 偏离 所 需 量子 操作 中 积累 ， 虽 
然 影 响 所 期 待 量子 干涉 , 但 却 并 不 会 破坏 量子 存储 器 的 相干 特性 ; 但 退 相干 本 质 上 
是 随机 的 , 并 且 随 着 计算 时 间 的 增加 这 种 错误 的 影响 将 是 指数 增强 , 并且 是 不 可 逆 
的 。 我 们 的 工作 说 明了 , 在 量子 算法 的 运行 过 程 中 , 除了 客观 环境 导致 的 非 相 干 错 
误 必须 进行 纠正 或 避免 外 ， 与 某 些 额外 相干 动力 学 演化 相关 的 相干 错误 也 是 不 可 
忽视 的 。 


Ar/n 
图 7.2.3 不同 延 迟 条 件 下 , 用 4, 9, 11 个 工作 比特 对 N = 15, 21,33 进行 因子 分 解 (其 中 
a = 13,5,5) 所 得 到 正确 结果 : r= 4,6,10 的 概率 


7.3 量子 计算 的 各 种 可 能 实现 方案 


运行 茶 个 量子 算法 的 过 程 就 量子 计算 。 如 何 实现 这 样 的 一 个 计算 过 程 , 或 者 换 
名 话说, 如何 构造 一 台 能 运行 量子 算法 的 量子 计算 机 , 正 是 目前 乃至 未 来 相当 长 一 
段 时 间 内 量子 信息 科学 的 研究 核心 课题 , 甚至 是 其 终极 目标 。 本 节 简 要 综述 目前 的 
几 种 主要 实现 途径 ,为 下 节 我 们 提出 的 绝热 逻辑 门 量子 计算 方案 提供 一 些 背景 知 
识 。 


7.3.1 ”逻辑 门 量子 计算 


作为 经 典 电子 计算 机 计算 过 程 的 直接 对 应 ， 人 们 自然 地 想到 , 量子 计算 也 可 以 
由 一 系列 基本 量子 逻辑 门 操作 的 组 合 来 完成 , 这 就 是 熟知 的 逻辑 门 量 子 计算 方案 。 
正如 前 面 所 提 及 的 , 这 一 方案 中 基本 的 逻辑 操作 是 任意 的 一 个 两 比特 操作 和 单 比 
特 的 任意 旋转 。 因此 , 在 目前 量子 计算 机 物理 实现 的 最 初 研究 阶段 , 大 多 数 的 工作 
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就 是 研究 如 何在 各 种 可 能 的 物理 系统 中 有 效 地 实现 某 一 个 两 比特 操作 和 任意 的 单 
比特 旋转 。 一 般 而 言 , 单 比特 操作 是 相对 比较 容易 实现 的 。 例如 ,对 编码 于 光 偏 振 
特性 的 光子 比特 来 说 , 单 比特 旋转 可 以 通过 简单 的 线性 光学 操作 ， 如 调节 偏振 角 、 
使 用 各 种 分 束 和 移 相 器 等 来 实现 ; A, 像 编 码 于 自 旋 分 量 的 电子 自 旋 比特 来 说 ， 
单 比特 操作 也 是 相对 比较 容易 实现 的 , 即 通过 施加 一 个 可 调节 的 磁场 即 可 实现 。 但 
是 ， 如 何 通 过 可 控制 的 途径 ,在 这 些 光 子 比 特 (或 电子 自 旋 比 特 ) 之 间 实 现 可 调 的 
相互 作用 ,从 而 实现 它们 间 的 两 比特 操作 则 不 是 一 件 很 容易 做 得 到 的 事 。 相 反 , 在 
某 些 固态 比特 所 组 成 的 微 结构 系统 中 , 各 比特 之 间 通 常 是 由 一 些 不 可 调 的 电容 和 
电感 或 者 一 些 固 有 化 学 键 艳 合 起 来 的 ， 因 而 它们 之 间 的 两 比特 万 至 多 比特 操作 可 
以 很 自然 地 实现 ; 但 严格 的 单 比特 操作 却 不 容易 得 到 (比如 往往 需要 引入 一 些 并 不 
简单 的 去 耦合 操作 )。 

迄今 为 止 , 人 们 还 不 清楚 究竟 哪个 物理 系统 是 实现 量子 计算 的 最 佳 候选 者 。 因 
而 , 针对 不 同 的 物理 系统 , 人 们 发 展 了 各 种 可 能 的 方式 来 实现 上 述 的 基本 逻辑 门 操 
fF. 概括 起 来 , 主要 有 以 下 几 种 。 

1) 有 限 脉冲 驱动 法 

这 是 目前 受到 最 广泛 关注 的 方案 ， 其 基本 思想 是 利用 某 些 可 控制 的 快速 操作 
(比如 有 限时 间 长 度 内 的 电 或 者 光 脉 冲 ) 来 驱动 量子 比特 ,使 其 量子 态 按 预 设 的 某 
个 途径 演化 到 目标 态 。 实验 上 常用 的 所 谓 n- 脉冲 就 属于 此 类 操作 。 要 能 实现 这 些 
调控 , 通常 要 求 所 选 定 的 量子 比特 系统 要 能 够 比较 理想 地 实现 所 谓 的 Rabi 振荡 ， 
即 能 够 人 为 地 精确 控制 两 个 量子 态 之 间 的 布 居 数 转移 。 为 了 实现 理想 的 两 比特 操 
作 , 还 要 求 它们 之 间 的 相互 作用 是 可 以 开关 的 。 

2) 选择 性 测量 法 

1999 年 Gottesman 和 Chuang 证 明 , 采用 teleportation 和 单 比特 操作 可 以 完 
成 通用 的 量子 计算 。 者 量子 比特 1 的 状态 为 |o). 量子 比特 2 和 3 处 于 两 比特 最 
大 纠缠 态 即 Bell 态 。 通 过 对 量子 比特 1,2 进行 Bell 测量 ， 可 以 使 量子 比特 1 的 
信息 转移 到 量子 比特 3 上 。 量子 比特 3 的 状态 与 测量 结果 有 关 ， 它 决定 量子 态 从 
1 到 3 进行 何 种 变换 。 虽 然 这 种 方案 也 是 通用 的 (universal)， 可 是 需要 联合 测量 
(joint measurement), 这 在 实验 上 是 比较 难 实现 的 。 为 克服 这 一 人 缺陷 ，Raussendorf 
和 Briegel 于 2001 年 提出 了 一 种 新 的 基于 量子 测量 的 量子 计算 方案 , 它 仅 需 要 单 
比特 的 测量 操作 就 可 以 实现 。 他 们 证 明 , 只 要 量子 计算 机 “芯片 ” 中 的 量子 比特 处 
于 很 高 纠缠 度 的 纠缠 态 ， 如 一 种 现在 称 为 簇 态 (cluster state) 的 纠缠 态 上 , 那么 各 
种 基本 的 量子 逻辑 门 操作 都 可 以 通过 选择 性 地 单 比特 量子 测量 的 组 合 来 实现 。 当 
然 , 这 种 计算 方案 中 每 一 步 运算 的 输出 都 与 测量 结果 有 关 , 所 以 下 一 次 的 测量 总 是 
基于 前 面 测量 的 结果 的 。 业已 证 明 , 这 种 也 称 之 为 单 向 的 量子 计算 也 是 通用 的 。 原 
则 上 ,通过 采取 不 同 的 测量 次 序 和 对 不 同 的 量子 比特 进行 测量 就 可 以 实现 任意 的 
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量子 逻辑 操作 , 因而 可 以 实现 各 种 不 同 的 量子 算法 。 这 种 运算 之 所 以 是 单 同 的 , 是 
因为 量子 测量 本 身 就 是 非 么 正 的 , 而 且 在 每 次 测量 后 系统 的 纠缠 度 都 会 降低 , 故而 
是 不 可 道 的 。 经 过 一 系列 的 测量 操作 之 后 , 计算 结果 就 会 存储 在 最 后 没有 被 测量 的 
作为 寄存 器 的 比特 上 。 

3) 拓扑 与 几何 位 相 法 

在 以 上 两 种 实现 基本 量子 逻辑 门 的 方案 中 , 演化 时 间 设 置 的 不 精确 性 (可 能 来 
源 于 调控 的 精度 有 限 , 也 可 能 来 源 于 不 可 消除 的 周围 环境 的 干扰 等 ) 以 及 测量 中 不 
可 避免 的 误差 , 都 将 影响 它们 实现 的 有 效 性 或 者 说 保 真 度 。 这 些 问题 盟 然 可 以 通过 
建立 各 种 可 能 的 纠 错 方法 来 解决 , 但 又 有 可 能 引入 新 的 误差 。 

拓扑 量子 计算 的 提出 给 人 们 提供 了 解决 这 一 普遍 存在 问题 的 一 种 新 思路 。 我 
们 知道 , 在 很 多 物理 系统 中 存在 一 种 与 其 整体 拓扑 性 质 有 关 的 状态 , 其 准 粒子 激发 
是 一 种 非 Abel 的 任意 子 (non-Abelian anyon)。 之 所 以 为 任意 子 , 是 因为 其 特殊 的 
统计 特性 。 我 们 知道 , 对 于 两 个 粒子 组 成 的 系统 ， 当 它们 交换 后 , 系统 的 波 函 数 要 
么 不 变 (Bose T) 要 么 反 相 (Fermi 子 )。 但 对 任意 子 系统 来 说 ,两 个 粒子 交换 后 系 
统 的 波 函 数 将 有 一 个 附加 的 相位 , 而 且 这 个 相位 可 以 是 任意 的 。 当 交换 两 个 准 粒 子 
后 , 系统 会 从 一 个 基态 变化 到 男 一 个 基态 。 利用 这 一 特性 ， 乏 正 变换 可 以 用 多 次 准 
粒子 的 交换 操作 来 实现 , 而 系统 所 达到 的 最 终 状态 则 取决 于 粒子 交换 的 顺序 。 自然 
地 ， 具 有 分 数量 子 霍 尔 效应 的 体系 被 认为 最 有 可 能 实现 以 上 所 说 的 拓扑 量子 计算 。 
在 这 个 系统 里 面 , 激发 是 特殊 的 二 维 准 粒子 。 随 着 准 粒 子 的 交换 ,它们 的 轨道 (也 
PATH) HAASE MS. WR, 稍微 的 扰动 并 不 会 影响 到 辫子 的 拓扑 性 ， 
故而 拓扑 量子 计算 的 误差 可 以 很 低 。 

利用 系统 整体 拓扑 性 质 实现 对 动力 学 微 扰 不 敏感 的 量子 计算 ， 也 可 以 利用 著 
名 的 Berry 相位 效应 来 实现 。1984 4E, Berry 首先 发 现 ， 当 系统 循环 演化 一 周 后 将 
会 获得 一 个 只 与 演化 路 径 整 体 拓扑 特性 相关 ， 而 对 演化 路 径 本 身 不 敏感 的 几何 位 
相 。 所 以 , 利用 Berry 位 相 效应 , 理论 上 是 可 以 设计 一 些 具 有 明显 非 局 域 特 性 的 容 
错 量子 计算 的 。 确 实 ，Jones 等 利用 几何 位 相 已 经 在 NMR 系统 中 实现 了 条 件 移 相 
门 。 业 已 证 明 , 利用 绝热 循环 演化 方法 得 到 的 几何 位 相 , 可 以 构造 各 种 单 比特 位 相 
门 以 及 两 比特 的 控制 位 相 门 等 构成 量子 计算 的 各 种 基本 逻辑 门 操作 。 


7.3.2 ”绝热 量子 计算 


与 以 上 各 种 通过 实现 基本 逻辑 门 操 作 ， 从 而 构造 量子 计算 网 络 的 途径 不 同 ， 
Farhi 等 于 2001 年 提出 来 一 种 轨 新 的 绝热 量子 计算 方案 。 其 基本 思想 是 ,首先 把 
一 个 其 Hamilton 量 比较 简单 的 系统 初始 化 到 已 知 的 基态 ,然后 通过 改变 系统 的 参 
数 , 缓慢 地 调节 系统 的 Hamilton 量 使 系统 绝热 地 演化 到 目标 基态 ， 即 所 求 问题 的 
基态 上 。 注意 在 这 一 绝热 的 量子 计算 过 程 中 , 系统 一 直 保 持 在 其 瞬时 的 基态 上 , 故 


7.4 绝热 逻辑 门 量子 计算 ATI: 


而 原则 上 不 存在 困扰 前 面 各 种 逻辑 门 量子 计算 中 的 退 相干 问题 。 只 要 外 界 环境 产 
生 的 扰动 不 足以 使 系统 发 生 基 态 和 第 一 激发 态 之 间 的 跃迁 时 ， 系 统 将 仍然 保持 在 
其 基态 上 。 显 然 , 此 方案 中 受 控制 的 只 是 系统 的 Hamilton 量 ， 而 不 是 用 于 编码 量 
子 信息 的 量子 态 本 身 。 绝热 量子 计算 的 另 一 个 明显 的 优点 是 , 它 对 操纵 所 需要 的 时 
间 长 短 并 无 要 求 而 只 是 要 求 操纵 是 绝热 的 即 可 。 l 
加 拿 大 的 D-Wave 公司 一 直 致 力 于 绝热 量子 计算 实现 的 研究 。 目前 , 其 公开 发 

表 的 论文 表示 已 经 用 128 个 超 导 量子 比特 构造 出 具有 和 集成 计算 功能 的 量子 计算 机 。 
他 们 声称 , 构造 规模 上 达到 上 万 个 量子 比特 , 以 适应 更 复杂 的 计算 要 求 的 绝热 量子 
计算 机 也 是 可 能 的 。 当 然 , 这 些 声称 的 绝热 量子 计算 机 到 底 是 不 是 真正 意义 上 的 量 
子 计算 机 还 存在 着 许多 争论 。 

7.3.3 ”小结 


在 上 面 对 比 中 介绍 中 我 们 看 到 : 

(1) 基于 逻辑 门 的 量子 计算 虽然 具有 普 适 性 , 但 受到 退 相干 问题 的 制约 而 难以 
大 规模 实现 。 原 则 上 , 任何 量子 计算 任务 都 是 在 远 小 于 退 相 干 时 间 内 完成 , 那么 量 
子 计 算 的 实现 就 原则 上 没什么 问题 了 。 但 是 , 在 这 一 实现 方案 中 , 量子 比特 的 激发 
态 将 被 频繁 地 占据 , 即 量子 计算 机 的 “芯片 ”经 常 被 激发 到 其 非常 不 稳定 的 激发 态 
上 。 由 此 就 带 来 了 一 个 严重 的 退 相 干 问题 , 即 计算 系统 的 量子 相干 性 将 被 破坏 。 为 
此 就 要 求 量子 计算 要 能 在 尽 可 能 短 的 时 间 ( 即 退 相干 时 间 ) 内 完成 。 由 于 实际 操作 
过 程 中 脉冲 的 宽度 总 是 有 限 的 , 所 以 就 要 求 计算 系统 具有 足够 长 的 退 相干 时 间 。 而 
实际 上 在 目前 的 各 种 可 能 实现 量子 计算 的 物理 系统 中 ， 退 相干 时 间 太 短 是 急需 解 
决 的 一 个 共同 难题 。 另外 , 基本 量子 逻辑 门 的 实现 对 所 需要 的 脉冲 长 度 是 极为 敏感 
的 。 

(2) 在 绝热 量子 计算 中 原则 上 不 存在 退 相干 问题 , 从 而 理论 上 可 以 大 规模 实现 。 
但 因为 每 个 待 求 问 题 的 解 是 编码 在 某 个 特定 的 基态 上 的 , 故而 缺乏 明显 的 普 适 性 。 
与 逻辑 门 量子 计算 不 同 , 在 绝热 量子 计算 中 , 虽然 系统 的 Hamilton 量 一 直 在 变化 ， 
但 系统 却 一 直 处 于 其 基态 上 ( 即 激发 态 上 的 布 居 一 直 保 持 为 零 )， 故 而 不 存在 退 相 
干 问题 的 困扰 。 更 重要 的 是 它 对 绝热 操纵 的 时 间 长 短 并 不 敏感 。 现在 的 问题 是 , 可 
否 在 此 基础 上 建立 一 个 普 适 的 绝热 量子 计算 方案 呢 ? 下 节 将 介绍 我 们 对 这 一 问题 
所 做 出 的 尝试 。 


7.4 绝热 逻辑 门 量子 计算 


绝热 操纵 量子 态 的 布 居 ， 一 直 是 实现 原子 分 子 相 干 控制 的 一 个 有 效 方法 。 比 
in, 在 图 7.4.1 所 示 的 一 个 A 形 三 能 级 系统 中 , 基态 |1) 和 亚 稳 态 |3) 是 电 偶 极 跃 
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迁 禁 戒 的 , 因而 将 不 可 能 用 电 偶 极 跃迁 脉冲 实现 它们 之 间 的 布 居 转移 。 为 死 服 这 一 
困难 , 引进 了 一 种 称 为 受 激 拉 曼 绝热 渡 越 的 方法 。 其 基本 思想 是 , 在 能 级 |1) 与 |2) 
之 间 施 加 一 个 电 偶 极 跃迁 脉冲 2t) 而 在 |2) 与 |3) 之 间 施 加 另 一 个 电 倘 极 0.(0). 
假定 所 加 的 脉冲 可 以 很 好 地 调节 ， 使 得 系统 始终 处 于 其 瞬时 本 征 值 为 零 的 瞬时 本 
征 态 ( 即 所 请 的 暗 态 ) 


| So(t)) = cos0(t)|1) — sin0(t)3), A(t) = arctan[ 2, (t)/ 2s(t)] (7.4.1) 
显然 , 可 以 通过 合理 地 设置 脉冲 形状 , 比如 
ft) E" 0, t-— 一 Do 
20 | Pe NES 


则 角度 9(t) 将 从 0 变 到 x/2. 对 应 地 , 系统 的 暗 态 
| Bo(t)) 将 从 初 态 |1) 逐渐 地 过 渡 到 |1) 和 |3) RE 
加 态 , 最 后 达到 稳定 的 态 |3)。 这 就 实现 了 布 居 数 
rii wpe AID 态 到 其 电 偶 极 跃迁 禁 下 的 |3) 转移 。 但 这 里 
态 布 居 之 间 的 受 激 抽 曼 绝热 湾 “要 强调 的 是 ， 这 种 布 居 数 转移 是 单 向 的 ， 也 就 是 
这 ,这 里 ,A 为 失 谱 量 ， 9,() 党， 这 样 设 定 的 脉冲 组 合 只 能 用 于 实现 布 居 数 从 
和 OD 为 所 施加 脉冲 的 Rabi D 态 转移 到 |3) 态 上 ,反之 则 不 行 。 这 说 明 以 上 
的 布 居 数 绝热 转移 过 程 并 不 能 直接 用 于 实现 量子 
计算 。 

实现 量子 计算 中 所 要 求 的 基本 逻辑 操作 ， 要 求 量 子 罗 辑 态 之 间 的 布 居 数 绝热 
转移 是 双向 的 。 为 实现 此 目的 , 我 们 采用 最 简单 的 绝热 布 居 数 转 移 方案 , 即 斯 塔 元 
咽 嗽 快速 绝热 渡 越 (Stark chirped rapid-adiabatic-passage) 方法 。 在 此 过 程 中 ， 除 
了 通常 所 施加 的 导致 量子 能 级 跃迁 的 Rabi 脉冲 外 ， 还 用 了 一 个 Stark 脉冲 来 扰 
动量 子 比 特 的 能 级 间距 。 通过 合适 地 设置 这 两 个 脉冲 ， 就 可 以 使 量子 逻辑 态 上 的 
布局 转移 不 再 是 像 Rabi 振荡 那样 周期 性 地 反 转 , 而 是 从 一 个 态 完全 地 渡 越 到 另 一 

个 态 。 


7.4.1 单 比特 逻辑 门 操作 的 实现 
考虑 如 下 一 个 受 激 单 比特 系统 : 


Pp = Pp 


H(t) = 70: + R(t)os 一 A) (7.4.3) 


即 一 个 两 能 级 系统 (由 Hamilton Æ Ho = woo./2 描述 ) 受 Rabi 脉冲 R(t) = 
Q(t) cos(vt) 和 Stark 脉冲 A(t) 的 驱动 。 这 是 一 个 通常 的 Rabi 振荡 模型 加 上 一 
个 使 能 级 发 生 Stark 移动 的 驱动 项 。 当 外 加 驱动 与 两 能 级 共振 时 , 在 相互 作用 表象 
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中 此 Hamilton 量 可 表示 为 如 下 的 矩阵 形式 ; 


| a 0 Q(t) 
Him (t) = 5 ( Pe ) (7.4.4) 
容易 证 明 存 在 如 下 的 两 个 瞬时 本 征 态 : 
|A+(t)) = sin 9{t)|0) + cos 9(t)|1) (7.4.5) 
|A_(t)) = cos 2(t)|0) — sin 9(t)|1) (7.4.6) 


它们 对 应 的 瞬时 本 征 值 为 : ue (t) = (A(t) + VAZE) + 22(0)/2. VA 14 (0) 为 新 的 
Jk. LB Hamilton 量 可 改写 为 


(7.4.7) 


Hoew(t) = | eae 


if) s(t) 


注意 到 此 时 的 Hamilton 量 中 的 非 对 角 元 部 分 不 为 零 , 也 就 是 说 这 两 个 基 矢 之 间 还 
存在 着 相互 之 间 的 跃迁 。 但 是 , 只 要 绝热 条 件 V(t) = 0. BD 


dA(t) jo) 
dt 


得 以 满足 ， 那 么 这 一 受 驱 动 的 系统 可 以 一 直 绝 热 地 处 于 以 上 两 个 新 基 矢 中 的 任意 
一 个 。 但 我 们 可 以 恰当 地 调控 所 施加 的 脉冲 使 布 居 在 两 个 原始 量子 逻辑 态 |0) 和 
1) 上 的 比重 改变 ,乃至 完全 转移 。 比 如 ， 当 所 施加 的 脉冲 组 合 满足 条 件 cos 9(t 一 
—oc) = lsinv(t 一 oo) = 1 时 ， 可 以 实现 如 图 7.4.2 所 示 的 绝热 渡 越 过 程 : 初始 
时 刻 所 处 的 量子 逻辑 态 |0) = | 和 _(t 一 -co)) 经 历 | 和 _(t)) 的 变化 绝热 地 渡 越 到 
|A_(t + +00)) = |1); 同 理 , 初始 时 刻 所 处 的 量子 逻辑 态 |1) = | 和 y(t 一 -oo)) 经 历 
A, (t) 的 变化 绝热 地 渡 越 到 | 和 (t 一 +20)) = |0)。 而 这 一 操作 就 是 典型 的 一 种 单 
比特 操作 , BI cv 操作 。 


3/2 


ze ) < (A?(t) + 27(t)) 


~ A(t (7.4.8) 


图 7.4.2 绝热 渡 越 ，f2(t) = Qo. A(t) = vot 
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简单 地 ， 如果 A(t) = 0， 则 相互 表象 中 的 Him(t) 就 变 为 H, = A(t)|1)(1|。 E 
导致 一 个 单 比特 的 位 相 逻 辑 门 ， 即 Ui(a) 三 exp(ia|1){1|), a=- : A(t')dt’ » 这 


Jio 


说 明 ， 如 果 量 子 比特 处 于 |0), 那么 这 个 操作 将 不 会 对 它 产生 影响 。 而 如 果 原 子 处 
于 n» 那么 对 它 将 会 产生 一 个 相 移 。 注意 在 这 一 操作 中 量子 逻辑 态 的 布 居 数 并 没 
有 变化 。 

原则 上 , 只 要 实现 了 两 个 互 不 对 易 的 单 比特 量子 逻辑 操作 , 那么 任意 的 单 比特 
旋转 都 可 以 通过 它们 的 某 种 组 合 来 实现 。 


7.4.2 ”两 比特 量子 逻辑 门 操作 的 绝热 操纵 实现 


- 般 情况 下 , 两 比特 的 量子 操作 是 比较 难 实现 的 , 原因 是 它 要 求 两 个 比特 之 间 
要 能 有 可 调控 的 耦合 , 即 它们 之 间 的 相互 作用 是 可 开关 的 : 相互 作用 只 发 生 在 操作 
过 程 中 , 而 在 操作 之 前 和 完成 以 后 都 应 该 是 为 零 的 。 例 如 , 我 们 可 以 用 一 个 相互 作 
用 可 调 的 XY 模型 


t 
^ t 
H= mt utu a ) ST (7.4.9) 
a 


| t 
中 的 一 个 相互 作用 r- 脉冲 : Q'(t')dt! = 来 实现 两 比特 i-SWAP []: 100) 一 
0 


[00), |11) — |11), [01) — il10), |10) 一 站 01)。 但 在 实际 的 物理 系统 中 ， 这 一 要 求 通 
常 不 是 那么 容易 能 够 达到 的 。 比 如 ， 对 光子 比特 来 说 ,如何 实现 光子 -光子 相互 作 
用 本 身 就 是 一 个 极 富 挑战 性 的 问题 ; 对 电子 比特 来 说 ,电子 -电子 之 间 的 Coulomb 
相互 作用 却 是 一 直 在 起 作用 的 ; 对 大 多 数 固态 电路 系统 而 言 ,比特 间 的 相互 作用 一 
般 是 通过 不 再 可 变 的 电容 或 电感 耦合 起 来 的 。 

在 我 们 的 方案 中 ,通过 引入 另 一 个 可 调 参量 来 放宽 对 相互 作用 项 0'(0) 的 要 
求 。 比 如 , 我 们 可 以 引进 一 个 作用 于 某 个 (这 里 假定 是 第 二 个 ) 比特 的 Stark 脉冲 
A2(t)， 从 而 得 到 一 个 驱动 的 XY 模型 


3 WO z £2' (t) = A»(t) z 
Ha. usi rus >> eje; - NE (7.4.10) 
j=1,2 j#k=1,2 


在 原 相 互 作 用 表象 中 , 此 Hamilton 量 可 表示 为 如 下 的 和 矩阵 形式 : 


-~Ad(t) 0 0 0 
N 0 —Ad(t) A(t) 0 
ak o0 M(t) At) 0 
0 0 0 A(t) 
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0 0 0 0 

skit D. do (7.4.11) 
0 M(t) 2A»(t) 0 
0 0 0  2A»(t) 


可 见 , 在 此 驱动 过 程 中 系统 在 态 |00) RA 11) 中 的 布 居 是 不 变 的 ; 但 是 , 在 不 变 
子 空间 ([01), |10)} 中 系统 的 量子 演化 就 等 价 于 上 面 所 讨论 的 单个 受 激 量子 比特 演 
化 ,两 个 量子 逻辑 态 |01) 和 |10) 上 的 布 居 数 可 以 绝热 地 交换 。 这 就 实现 了 两 个 量 
子 比 特 之 间 的 SWAP 门 操作 。 值 得 指出 的 是 , 这 里 对 比特 间 相 互 作 用 R'e 的 要 
求 仅仅 是 绝热 条 件 (7.4.8) 的 满足 , 因而 它 甚 至 可 以 是 不 变 的 一 个 常数 。 


7.4.3 ”在 超 导 位 相 比 特 系统 中 实现 绝热 逻辑 门 量子 计算 


以 上 所 建议 的 绝热 逻辑 门 量子 计算 方案 是 一 个 一 般 性 的 理论 ， 它 表明 : 

(1) 基本 量子 逻辑 门 操作 可 以 通过 绝热 地 操纵 量子 计算 系统 的 量子 态 演化 来 实 
现 。 此 演化 对 系统 所 施加 的 脉冲 长 短 不 再 敏感 ， 而 只 要 求 系 统 的 演化 是 绝热 进行 
的 。 当 然 ， 由 于 计算 过 程 也 涉及 了 激发 态 的 布 居 ， 故 而 仍然 要 求 较 快 的 绝热 操纵 
(在 退 相干 之 前 完成 )。 

(2) 原则 上 , 任何 可 以 实现 Stark 激发 的 物理 系统 都 可 以 用 来 实现 这 一 量子 计 
算 方案 。 我 们 注意 到 , 在 强 驱动 情况 下 几乎 所 有 的 原子 分 子 都 可 以 通过 双 光 子 过 程 
实现 Stark MAK. (A, 在 某 些 人 工 量子 系统 如 超 导 电 路 中 , 利用 其 量子 逻辑 态 特 
有 的 宇 称 对 称 破 缺 性 ， 需 要 的 Stark 激发 将 能 非常 容易 地 实现 。 

具有 较 长 相干 时 间 的 超 导 电 路 可 以 简单 地 由 一 个 电流 偏 置 的 大 Josephson 结 
构成 ， 如 图 7.4.3(a) 所 示 。 


图 7.4.3” 超 导 位 相 比 特 
(a) 表示 通 有 偏 置 电流 D, 的 Josephson 结 ( 结 电容 为 Cy) 及 系统 的 等 效 势能 图 及 其 能 级 结构 , 其 中 6 为 
其 规范 不 变 位 相 , 这 里 |0), |1) 为 编码 比特 信息 的 两 个 最 低 宏观 能 级 ，(b) 表示 绝热 操纵 过 程 中 , 三 个 最 低 
宏观 能 级 的 布 居 数 变化 


在 一 个 较 大 的 直流 偏 置 电流 用 于 定义 系统 的 宏观 能 级 之 外 ， 可 以 方便 地 施加 
两 个 随时 间 变 化 较 小 的 电流 脉冲 : 一 个 是 通常 的 交流 电流 脉冲 Iac(t) (BI Rabi Bk 
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冲 ), 用 于 产生 超 导 位 相 比 特 两 能 级 间 的 Rabi 振荡 ; 另 一 个 是 电流 方 同 恒定 但 幅度 
大 小 随时 间 而 变化 的 直流 电流 脉冲 Jsce(t)( 即 Stark 脉冲 )， 用 于 实现 对 超 导 位 相 比 
特 两 能 级 间隔 的 连续 调控 。 在 以 上 三 个 偏 置 电流 同时 存在 的 情况 下 ， 受 驱动 的 大 
Josephson 结 系统 的 原始 Hamilton 量 可 表示 为 


H(t) = Ho — A ac) + Iac(t)]6, Ho = p 一 ars, m = Cy( o/27) (7.4.12) 
其 中 ，go 为 磁 通 量子 。 超 导 位 相 量子 比特 由 势 阱 中 D 偏 置 所 定义 的 两 个 最 低 宏 
观 能 级 : (1j), j = 0,1), Holj) = E;lj) 编码 而 成 。 为 了 讨论 绝热 操作 的 有 效 性 , 我 
们 还 考虑 了 在 所 需 Rabi 脉冲 : Iac(t) = Ao (t) cos(woit), wor = (E1 一 Eo)/h 的 作用 
T. 另 一 个 较 高 的 能 级 2) 布 居 的 影响 。 为 此 , 我 们 在 由 三 个 最 低能 级 组 成 完备 基 
A {\j), 7 =0,1,2} 的 相互 作用 表象 中 , 将 Hamilton 量 表示 为 


Ae) oi 


0 0 


$ 
E EUM Tac(t)(611 — 9oo) Ae An), 2e (10792) | (7.4.13) 


folt ) 


Hint i= 


0 — gie wr0—war dE ann 一 doo) 
其 中 , djk = G|6|k), j,k = 0,1,2. 利用 典型 的 实验 数据 : Cy = 43pF, I. = 13.3A, 
Ty = 0.97251., 图 7.4.3(b) 给 出 了 我 们 的 数值 模拟 结果 。 

这 里 , 相关 的 参数 取 为 : wio = 5.98 GHz, wa; = 5.64 GHz. 以 及 joo = 1.4, 61) = 
1.42, 622 = 1.45, 601 = 610 = 0.053, 612 = 621 = 0.077 和 dog = 620 = —0.004. MH, 我 
们 选择 的 是 在 实验 实现 上 最 简单 的 一 种 驱动 方式 : Aoi (t) = 2 = 常数 , Tac (t) = vt, v 
是 个 常数 。 可 见 ， 绝热 操纵 实现 单 比特 基本 量子 逻辑 门 的 操作 过 程 , 布 居 数 转移 到 
邻近 较 高 能 级 上 的 效应 是 极其 微弱 而 可 以 忽略 不 计 的 。 显然 , 我 们 还 可 以 通过 控制 
这 两 个 脉冲 的 相对 大 小 来 实现 Hadamard 门 操作 ， 即 布 居 数 在 两 个 逻辑 态 时 间 的 
均匀 分 配 ， 如 图 7.4.4 所 示 。 值 得 指出 的 是 ， 以 上 的 Stark 脉冲 是 充分 利用 了 系统 
的 宇 称 对 称 破 缺 特性 , BI U(—5) A 4U(6), 从 而 (kló|k) 关 0 来 设计 的 。 在 自然 界 的 
原子 分 子 系统 中 ，(k|6|k) 三 0， 因 而 所 需要 的 Stark 脉冲 将 只 能 通过 增强 双 光 子 过 
程 来 实现 。 

下 面 我 们 以 一 个 实验 上 已 经 实现 了 的 两 比特 超 导 电 路 来 说 明 ， 绝 热 操纵 方法 
同样 可 以 用 于 实现 两 比特 量子 逻辑 门 操作 。 如 图 7.4.5(a) Bras, 考虑 一 个 电容 Cr 
耦合 起 来 的 ,有 相等 直流 偏 置 的 两 个 Josephson 结 系统 。 这 里 ,耦合 电容 将 提供 所 
需 的 Rabi 脉冲 ,而 Stark 脉冲 则 通过 在 某 个 Josephson 结 施 加 一 个 小 但 幅度 仍 随 
时 间 变 化 的 直流 偏 置 来 提供 。 
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eX 10 
— Stark 脉冲 
= 
Be 
pr 
= 
ES 
t/ ns 
(a) 


图 7.4.4 Hadamard 门 操作 
(a) 脉冲 序列 ; (b) 布 居 


h ES HA) 


L/ ns 
(a) (b) 
图 7.4.5 “耦合 两 比特 宏观 能 级 布 居 数 时 间 演 化 
(a) 耦合 的 两 比特 电路 ; (b) 绝热 操纵 过 程 中 , 三 个 最 低 宏 观 能 级 的 布 居 数 变化 


这 样 一 个 电路 系统 的 Hamilton 量 可 以 简单 地 表示 成 


2 2 
H(t) = Y Ho; + (Z) iir M (2) I (t); (7.4.14) 
3z1 


Go C 2x 


FA, Ho; = »- EY ky (k| 为 第 j 个 Josephson 结 的 自由 Hamilton 量 (只 考虑 
k=0,1,2 


其 最 低 的 三 个 能 级 ); Ch =Cj(14+¢), MEN C= Cu (C5 +Cm)>o 在 相互 作用 表象 
HH, 此 Hamilton 量 改写 为 


Aint (t) = Vi (t) + V2(t) i (7.4.15) 


2x V? A f 2 ; ( 
n= (m) e^ Y. IOo D unde 
? jk—0,1,2 jk—0,12, jk 


*-[02) (11|p$) pS? exp[—é(wio — wa1)t] + 11) (02|p(D p? expli(wio — 2 
--[20) 11]p p? exp[—i(wio — wait] + 11) 20] 2) p(2 expfi(wig — wait 
P21 Poy €Xp|—(410 — 421 |11) [Piz Pio expli(wi0 w21)t] }, 


Bo i mH 
V(t-— —2 lá. (t) SUDO D 


- 178 - 第 7 章 ”量子 算法 的 少 比特 数 模拟 及 量子 计算 的 绝热 操纵 实现 方案 


容易 看 到 , 对 应 于 此 Hamilton Æ, 存在 儿 个 不 变 的 子 空间 : 

(1) Im, = {|00)}， 其 对 应 的 Hamilton 量 是 H, = Eoo(t)|00)(00|，Eoo(t) = 
-[8o/ (27) I. (t) + (2x/ Bo)2pBo/ Cz. Pur = (le |p|), du = (|o): 

(2) Ima = (|01),|10)) . 对 应 的 Hamilton Æ Ho(t) 有 与 方程 (7.1.1) 同样 的 形 
R, 只 是 这 里 N(t) = 2(22/ do)? pb /C1,— 常数 及 A(t) = [o/ (22)) 102 (t) 611 — 600): 

(3) Im; = {|02) = [a), |11) = |b),|20) = |c)}. 其 对 应 的 Hamilton 量 可 表示 为 
如 下 的 和 矩阵 形式 : 


Ealt) Stab exp(—idt) Nac 
H(t) 2 | Pba exp(ivt) E(t) Qe exp(idt) (7.4.16) 
| iia Na exp(—i0t) E-(t) 
其 中 
Ealt) = —( 20/27) (t)522 + (27/ 99) Cir ' poopzz 
Ey(t) = —(Gp/2m) 1°?) (t)i + (2x/ d9)?C,, ! p2, 
E.(t) = —( 80/21) IP (t) 500 + (2r/ o)? Ch, ! p22poo 
以 及 


Nab = Ma = (2r/ 49)? C,, ipiop12, Nac = Nea = (2x/ d9)?C,; ! poopor 
Neb = Qe = (2n/ 49)! C,, 1plazplo， V = wio — wal 

为 了 实现 两 比特 之 间 的 SWAP 逻辑 门 操作 , 我 们 需要 通过 绝热 操纵 来 实现 量 
子 罗 辑 态 (10) 与 |01) 之 间 的 布 居 数 完全 转移 ， 即 |01) — |10), |10) — 101); 并 
保持 布 居 数 在 量子 逻辑 态 |00) 及 |11) EAA. BR, 第 一 点 要 求 可 以 类 比 于 前 面 
单 比特 系统 中 绝热 操纵 实现 cx 门 操 作 的 方法 来 达到 。 因 为 Im 不 变 子 空间 形式 
上 就 等 价 于 一 个 逻辑 态 为 0) = |01) 和 11) = |10) 的 单 比特 系统 , 这 里 , 所 施加 的 
脉冲 是 常数 的 Rabi 耦合 和 由 变化 的 直流 脉冲 10 (0) = vot 所 导致 的 Stark 脉冲 。 
在 这 一 脉冲 条 件 下 ， 还 得 确保 : [00 — |00) 及 |11) — |11). HF |00) 单独 构成 
一 个 不 变 子 空间 ， 故 其 布 居 数 将 一 直 保 持 不 变 。 而 对 于 此 脉冲 过 程 中 量子 逻辑 态 
(11) 的 布 居 数 变化 ， 则 需 在 不 变 子 空间 Ima 中 讨论 。 图 7.4.5(b) 给 出 了 在 参数 条 
件 5 = 0.05, ve = 3.0nA/nS 下 此 脉冲 过 程 中 初 态 |11) 的 布 居 数 变化 情况 : 初始 时 
刻 处 于 |11). 随 着 脉冲 过 程 的 进行 , 其 布 居 数 逐渐 地 转移 到 了 |02) 和 |20) AE, 但 
最 后 又 逐渐 地 回复 到 |11)。 也 就 是 说 ,在 绝热 操纵 的 前 后 态 |11) 的 布 居 数 是 不 变 
的 。 所 以 , 通过 绝热 地 操纵 布 居 数 在 两 比特 量子 逻辑 态 上 的 转移 来 实现 两 比特 量子 
逻辑 门 操作 , 在 实验 是 完全 可 以 实现 的 。 从 我 们 所 举 的 实际 例子 可 以 看 到 , 无 论 是 
在 单 比特 , 还 是 在 两 比特 系统 , 绝热 操纵 导致 的 计算 空间 之 外 量子 态 的 激发 都 是 非 
常 微弱 从 而 可 以 忽略 不 计 的 。 
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本 章 的 内 容 主 要 取材 于 我 们 的 三 篇 论文 ， 即 PRA 73，052307 (2006); PRB 
72, 104516 (2005); 及 PRL 96, 246803 (2006). 在 简单 介绍 证 实 的 宏观 量子 相干 效 
应 的 超 导 电 子 学 实验 后 ， 我 们 着 重 讨论 如 何 利 用 这 一 效应 来 验证 量子 力学 中 的 一 
个 基本 原理 , 即 Bell 定理 ,从 而 为 在 宏观 尺度 上 证 实 量子 非 定 域 性 的 存在 , 以 及 否 
定 存在 任何 决定 力学 量 取 值 的 “物理 实在 ”元 素 ( 即 隐 变量 ) 提供 参考 。 我们 的 工 
作 虽 然 是 以 超 导 电 子 学 中 的 电荷 量子 电路 系统 为 具体 的 物理 实现 平台 , 但 同样 适 
用 于 其 他 的 宏观 量子 相干 系统 ,比如 超 导 位 相 量 子 比 特 电路 和 分 子 磁体 等 。 


8.1 ”宏观 尺度 上 的 量子 相干 效应 


通常 认为 , 量子 现象 是 微观 系统 所 特有 的 一 种 物理 特征 ， 比如 我 们 所 熟知 的 波 
粒 二 象 性 : 即 微观 粒子 既是 粒子 (有 能 量 和 动量 ) 也 是 波 (几率 波 , 它 也 能 呈现 出 
波动 性 所 特有 的 干涉 和 衍射 现象 )。 因 而 ,一 般 来 说 宏观 斥 度 上 物理 客体 所 表现 出 
来 的 应 当 是 一 些 完全 的 经 典 行 为 ， 比 如 要 么 是 粒子 性 要 么 是 波动 性 而 不 能 两 者 兼 
有 。 然 而 ， 凝聚 物质 系统 中 的 超 导 、 超 流 等 与 Bose-Einstein 凝聚 有 关 现 象 的 实验 
UES, 使 人 们 意识 到 了 , 量子 效应 并 非 是 微观 系统 所 独 有 : 在 某 些 极端 条 件 下 (如 
在 极 低温 环境 中 ) 宏观 系统 也 表现 出 一 些 明 显 的 量子 效应 ， 比 如 量子 隧 穿 现象 等 。 
应 该 说 , 通常 所 说 的 超 导 和 超 流 等 宏观 量子 现象 只 是 系统 中 大 量 微观 客体 所 表现 
出 来 的 一 种 集体 量子 行为 。 20 世纪 80 年 代 在 电流 偏 置 超 导 约瑟夫 森 结 系统 中 所 观 
察 到 的 宏观 量子 隧 穿 现象 ,也 只 是 说 明了 其 宏观 波 函 数 作为 序 参 量 描述 超 导 系 统 
的 合理 性 。 但 序 参 量 中 的 各 种 宏观 自由 度 , 比如 规范 不 变 的 位 相 , 仍然 是 一 个 经 典 
变量 。 

MR “宏观 量子 相干 ” 指 的 则 是 与 系统 宏观 自由 度 的 量子 化 相对 应 的 ， 并 满 
足 态 县 加 原理 的 物理 行为 。 显 然 ， 量子 化 的 宏观 自由 度 在 实验 上 是 极其 难以 观测 
到 的 , 所 以 直到 20 世纪 末 人 们 才 在 超 导 电 子 学 实验 中 证 实 了 宏观 量子 相干 性 的 存 
在 。 为 了 本 章 内 容 的 相对 完整 性 ， 下面 我 们 先 简 要 介绍 这 一 著名 的 实验 。 实验 所 用 
的 系统 是 由 两 个 很 小 的 Josephson 结 分 隔 形 成 的 一 个 超 导 Cooper 对 岛 , 如 图 8.1.1 
所 示 。 
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图 8.1.1 实现 宏观 量子 相干 性 观测 的 超 导 电 子 学 实验 系统 
这 里 , 一 个 超 导 Cooper 对 岛 通过 两 个 Al/AlO,/Al 构成 的 Josephson 结 来 定义 , 岛 上 的 Cooper 对 数 
目 由 通过 探测 结 的 电流 来 量 测 ， 岛 上 Cooper 对 数目 可 以 通过 调节 门 电极 上 的 电压 大 小 来 控制 


通过 对 宏观 自由 度 进行 正则 量子 化 ， 我 们 首先 对 这 一 实验 系统 的 量子 相干 行 
为 做 些 理论 上 的 描述 。 显然, 在 这 一 候选 的 宏观 量子 力学 系统 中 , 通过 约瑟夫 森 结 
的 规范 不 变 位 相 6 就 是 所 谓 的 “广义 坐标 ”， 其 对 应 的 “广义 速度 ”就 由 Josephson 
ERR: d6/dt = (27/80) V RMAC. KH. Vy 是 加 在 结 两 端的 电压 。 按 标准 的 正 
则 量子 化 手续 , 我 们 先 写 出 电路 的 Larganian 


， 2€; C, lDN Dp ; $e 
L(6,6) = (224) 一 Cs Vs, Ô — 2, cos eJ cos 6 (8.1.1) 
进而 定义 正则 动量 为 | 
— OL(bà) | by\*? . . Do 
= So = (2C1 + Cy) (2) $C (2) (8.1.2) 


然后 对 广义 坐标 5 和 正则 动量 p 进行 正则 量子 化 : 5 — 5, p> p AR [Âp] = in, 
并 写 出 电路 的 量子 化 Hamilton 量 


H = (2n5/ do + CeVe)” + 2€; cos (=) cosé, Ci =2C; + Cg (8.1.3) 
2C, Go 

其 中 , Cy, Vg Cy, ey 分 别 是 门 电极 与 Cooper 对 岛 之 间 的 电容 、 电压 ; 单个 Joseph- 

son 结 的 电容 和 Josephson 结 能 量 等 。 定义 : 2nj/ Sp = 2iie, C,V, = —2nge. 则 可 将 

此 Hamilton 量 写 为 Cooper 对 数 态 表象 中 的 形式 


4  4e?(h — ng)? x. In) (n + 1| + [n + 1) (n| 
二 一 一 一 一 一 一 十 2 一 一 一 一 -一 一 一 一 d. 
H 26, -HF2£j cos i ) 2 2 (8.1.4) 
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显然 , 通过 控制 门 电压 V, 可 以 调控 此 Hamilton 量 及 其 相应 的 量子 动力 学 行为 。 在 
极 低温 ( 毫 开 量 级 ) 和 小 结 极限 下 (Ec = 4e?/2C, > 63), 我 们 可 以 只 考虑 最 低 的 
两 个 数 态 所 组 成 的 子 空间 {|0), |1)} 的 演化 。 容易 证 明 , 在 远离 简 并 点 ng = 1/2 时 ， 
由 于 Ec = 4e?/2C, > E; = 2€; cos(x9,/ 49), 故而 |0) 和 |1) 都 是 相应 Hamilton Æ 
的 本 征 函 数 ; 但 在 简 并 点 处 , 系统 Hamilton 量 的 本 征 值 则 是 |+) = (10) +|1))/V2- 

实验 中 , 初始 时 刻 Cooper 对 岛 被 偏 置 于 远离 简 并 点 处 , 这 即 意味 着 系统 处 于 
其 低能 量 本 征 态 上 |w(0)) = |0); 然后 施加 一 个 快速 (比如 在 几 十 皮 秒 时 间 内 完成 ) 
的 门 电压 脉冲 , 使 岛 被 快速 地 偏 置 到 其 简 并 点 处 , 这 时 系统 还 来 不 及 演化 而 仍然 处 
于 其 初 态 (用 简 并 点 处 本 征 态 来 表示 则 是 |%(0)) = (10) + |1))/ v2). 随后 , 在 自由 演 
化 时 间 At 以 后 ,再 来 测量 系统 处 于 |1) 的 几率 (这 对 应 于 通过 探测 结 测量 其 流 过 
的 电流 )。 理论 上 , 此 自由 演化 到 时 刻 At 的 状态 可 表示 为 


Ww(At)) = cos(EyAt/2h)|0) — isin Ej At/2h) (8.1.5) 


因而 ，At 时 刻 所 测 到 的 电流 应 为 I(At) = sinà?(E; At/2h). 图 8.1.2 给 出 了 相关 理 
论 模 拟 与 实验 数据 测量 结果 的 比较 。 可 见 , 两 者 符合 得 非常 好 。 这 就 充分 证 实 了 在 
这 一 超 导 电 子 学 系统 中 确实 观测 到 了 与 宏观 位 相 变 量 6 量子 化 相关 的 宏观 量子 相 
FRA: 宏观 能 级 的 存在 性 以 及 宏观 量子 态 的 又 加 性 。 
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图 8.1.2 Cooper 对 岛 隧 穿 电流 的 量子 相干 性 理论 预言 及 其 与 实验 测量 结果 的 比较 
(a) 理论 预言 ; (b) 实验 测量 结果 。 可见, 两 者 符合 得 非常 好 
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本 章 以 后 所 介绍 的 工作 ， 基 本 上 都 是 以 这 一 实验 观测 结果 为 基础 的 。 我 们 看 
到 , 很 少 有 一 个 科学 理论 像 量 子 力学 这 样 , 从 建立 以 来 关于 其 理论 基础 和 基本 逻辑 
上 的 理解 与 解释 都 一 直 争 议 不 断 。 尽 管 各 种 成 功 的 应 用 已 经 相当 令 人 信服 地 证 实 
了 量子 力学 理论 的 正确 性 , 但 仍然 需要 更 多 的 实验 来 证 实 其 理论 基础 的 完备 性 和 
逻辑 上 的 自治 性 。 上 面 的 这 个 实验 充分 证 实 了 在 宏观 尺度 上 仍然 是 可 以 存在 量子 
相干 性 的 ， 这 就 预示 着 量子 力学 的 基本 理论 是 可 以 应 用 到 这 一 类 宏观 物理 系统 中 
去 的 。 当 然 , 在 这 些 系统 中 实现 量子 力学 基本 原理 的 验证 , 将 为 这 些 应 用 提供 可 靠 
而 具体 的 保证 。 
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量子 力学 理论 所 受到 的 一 个 典型 的 质疑 是 其 “描述 上 的 不 完备 性 ”。 这 一 责难 
首先 是 由 Einstein-Podolsky-Rosen(EPR) 三 人 提出 的 。 他们 所 坚持 的 前 提 是 ， 如 果 
能 够 确定 地 预测 一 个 物理 量 的 取 值 ， 那 么 对 应 于 这 一 物理 量 一 定 存在 一 个 物理 实 
在 元 素 ( 即 经 典 的 Laplace 决定 论 ); 空间 上 分 开 且 没有 超 距 作用 的 两 个 物理 系统 
各 自 的 物理 量 的 取 值 应 当 是 独立 而 不 相关 联 的 ( 即 不 存在 非 局 域 关 联 )。 显 然 这 些 
论断 和 量子 力学 的 基本 原理 是 相 违 背 的 , 比如 ,量子 力学 中 确实 存在 的 EPR ASE 
际 上 就 隐 含 了 非 局 域 关联 的 存在 和 合理 性 。 

为 了 调和 这 一 矛盾 ,“ 隐 变量 ”理论 应 运 而 生 。 其 基本 思想 是 , 存在 一 种 隐 含 的 
变量 , 关于 这 种 变量 的 理论 都 是 定 域 和 决定 性 的 ; 量子 力学 理论 本 身 所 表现 出 来 的 
非 决 定性 和 非 局 域 性 , 都 是 对 这 一 变量 做 系 综 统计 平均 的 结果 。 因 而 , 隐 和 变量 是 否 
确实 存在 就 成 了 量子 力学 理论 是 否 完备 的 关键 性 判 据 。1965 Æ, Bel Ba. 任何 一 
个 定 域 、 决 定论 的 隐 变 量 理论 所 导致 的 结论 都 不 可 能 和 量子 力学 所 预言 的 结果 相 
容 。 许多 年 以 来 ,人们 做 了 很 多 工作 来 试图 验证 这 一 论断 (现在 称 为 Bell 定理 ) 的 
正确 性 。 但 所 用 的 物理 客体 大 多 是 一 些微 观 粒子 ， 比 如 光子 、 中 子 和 离子 等 。 这 里 
我 们 将 讨论 ， 如 何在 宏观 尺度 上 来 实现 这 一 定理 的 验证 。 


8.2.1 Bell 不 等 式 


一 个 在 实验 上 比较 方便 验证 Bell 定理 正确 性 的 方法 是 , 验证 所 谓 的 CHSH-Bell 
不 等 式 是 否 违 背 。 这 个 不 等 式 正 是 在 隐 变 量 理论 的 框架 内 导出 来 的 。 事实 上 , 如 果 
存在 一 个 不 能 为 现实 实验 技术 所 控制 的 隐 变 数 和 , 它 将 “诡异 地 ”影响 着 两 个 非 局 
域 粒子 的 测量 结果 : 隐 变 量 理论 认为 , 第 一 个 粒子 的 物理 量 Aa) 和 第 二 个 粒子 的 
物理 量 B) 都 是 由 这 个 “ 定 域 隐 变量 "和 按 一 定 的 关系 函数 所 决定 的 。 为 简单 起 
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W, 假定 A,B 的 取 值 都 只 能 是 +1, ISBN 
A(a,) = +1, B(B8,N) = +1 (8.2.1) 


也 就 是 说 ，》 取 某 种 值 时 测量 值 是 +1， 而 当 和 取 另 外 一 些 值 时 他 们 的 测量 值 则 
为 -1。 定 域 性 指 的 是 ， 粒 子 1 的 取 值 4 与 粒子 2 的 8 参数 无 关 ; 同时 粒子 2 
的 取 值 B 也 与 粒子 1 的 a 参数 无 关 。 设 pA) 是 和 归 一 化 的 几率 分 布 函数 ， 即 
"PST J p(A)dA = 1. 那么 , 按照 “ 定 域 隐 变量 ” 理论 的 预期 , 粒子 1 的 局 域 变 
量 A 和 粒子 2 的 局 域 变量 B 之 间 的 关联 的 期 望 值 为 


E(a, 8) — ji A(a, A) B(B, X)p(4)dÀ (8.2.2) 
注意 到 ，4(a, à), Ala’, A), B(8, À), B(8', 入) = +1, 则 
[A(a, A) + A(a’, A)] B(8, A) — [A(a, A) — 4(a ,AN B(8', A) = 2 (8.2.3) 
即 
E(a, 8) + E(a’, 8) — E(a, 8') + Ela, 8") = 2 (8.2.4) 


考虑 到 测量 过 程 中 的 不 准确 性 , 比如 有 时 测 不 到 结果 或 信号 弱化 等 , 因而 对 任意 的 
a. B RANA 
-1 < A(a,A)B(B,A) < 1, |E(o,8)| <1 


故 
|E(a, 8) + E(a’, 9) — E(a, 3’) + El, 8)| < 2 (8.2.5) 


这 就 是 常常 被 实验 验证 的 CHSH-Bell 不 等 式 ， 它 完全 是 基于 经 典 定 域 决定 性 理论 
基础 上 得 出 的 , 如 果 所 谓 的 隐 变 量 理论 成 立 的 话 , 那 就 说 明 目 前 的 量子 力学 确实 是 
不 完备 的 ; 反之 ,如 果 这 一 不 等 式 被 违背 , 那 就 说 明 量子 力学 理论 体系 所 预言 的 非 
定 域 性 关联 是 物理 世界 存在 的 一 种 事实 。 当 然 , 并 不 是 所 有 的 量子 体系 都 将 违背 这 
一 定理 , 但 只 要 发 现 其 违背 , 哪怕 是 一 些 特例 , 也 足够 说 明 在 正确 的 量子 力学 理论 
框架 中 是 不 容许 隐 变 量 假定 的 。 

在 以 上 的 推导 过 程 中 我 们 看 到 , 要 对 这 一 定理 进行 实验 验证 , 需要 具备 两 个 条 
fF: CD 要 能 找到 两 个 非 局 域 的 量子 客体 ,， 它们 能 够 用 量子 力学 中 最 基本 的 态 生 加 
原理 来 描述 ; @ 实验 上 要 能 实现 关联 函数 Ela 8) 的 有 效 测量 。 第 一 点 要 求 整个 
系统 ( 即 两 个 非 局 域 的 量子 客体 ) 应 当 被 制备 于 某 种 县 加 态 上 , 通常 是 一 些 现在 称 
之 为 纠缠 的 量子 态 ; 而 对 于 第 二 点 , 则 需要 找到 实验 上 如 何 有 效 地 测 出 关联 函数 。 
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首先 , 测量 4A(a, A) 所 得 到 的 值 x 只 能 是 +1, 也 就 是 说 , 测量 4 时 得 到 z 的 某 个 
取 值 的 几率 可 表示 为 : P. = ft + rA(o.A)p(A)dA]/2 = 0. 或 者 1。 进 而 , 测量 A 
得 到 值 zx 和 测量 B 得 到 值 y 的 联合 概率 可 表示 为 


1+2A(a,A) 1+yBla,r 
p,- [ttt LEVA) (Ala 


容易 验证 
A(a, À B(B,A 
Pr [MÁS l LEBON o(ayda 
P. = [= l LM fada 
Pi. = ("> . LEA (dA 
— A B(t 
Pa = / =en ; LEBON (AND 
故 
Bode dg es AES f Ala. A)B(B, A)p(A)dÀ = E(a. 3) (8.2.6) 


这 说 明 , 局 域 变 量 a 及 3 的 关联 Ela, 8) 可 以 通过 联合 测量 A, B 来 确定 : 等 于 两 
者 得 到 相同 取 值 的 几率 减 去 得 到 不 同 取 值 的 几率 。 

在 过 去 的 几 十 年 时 间 里 ， 人 们 已 经 利用 纠缠 光子 对 在 相当 高 的 精度 上 实现 了 
Bell 不 等 式 可 以 违背 的 验证 , 从 而 否定 了 所 谓 隐 变量 的 存在 。 这 些 光 子 对 可 以 利用 
原子 的 级 联 辐射 来 产生 ， 也 可 以 通过 非 线性 晶体 中 的 参量 下 转换 过 程 来 获得 。 后 
K, 人们 甚至 在 中 介子 、Rydberg 原子 、 半 导体 中 的 弹道 电子 和 办 禁 离子 等 有 静止 
质量 的 微观 粒子 系统 也 证 实 了 Bell 不 等 式 的 违背 性 。 这里, 我 们 将 介绍 如 何 利用 
实验 上 已 经 实现 的 超 导 宏 观 量子 电路 来 进行 Bell 不 等 式 的 验证 。 


8.2.2 ”利用 近似 单 比特 操作 进行 近似 局 域 变 量 编 码 的 Bell 不 等 式 验证 
考虑 如 图 8.2.1 所 示 的 两 比特 超 导 电 路 ， 它 是 实际 实验 电路 的 一 种 简化 ， 其 
Hamiltonian 为 
2 
H = X [Ec, (ĉj — ng) — E) cosó;] + Em [ (5; —n,,) (8.2.7) 
j-1,2 j=l 
其 中 ， 第 7 个 盒子 的 过 量 Cooper 对 数 nj 和 相位 算 符 Ô; EHHH: GARA wv 
id, Ec, = 4? Cy. /Cy..j X k — 1,2 和 EP = 25, cos(n0;/do) 分 别 是 第 j A 
子 的 电荷 和 Josephson 能 量 , 而 Em = 4e?C,./Cs- 是 两 比特 之 间 的 耦合 强度 。 其 
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中 ,em M Cg, 分 别 是 第 ij 个 比特 的 Josephson 能 量 和 总 电容 , 而 且 Cy = Cy Cy, 
和 ng, = Co V7/(2e)。 在 满足 极端 的 工作 条 件 ksT < sm < Ec, <A F, 准 粒子 
隧 穿 和 激发 都 可 以 忽略 不 计 。 这 里 ，ksp,T, A 和 267, 分 别 是 Boltzmann 常量 、 温 
度 、 超 导 能 阶 和 第 ; 个 电荷 比特 的 最 大 Josephson 能 量 。 假定 两 个 Cooper 对 岛 都 
工作 于 其 近 简 并 点 附近 (BD n, = ng, = 1/2)， 则 系统 的 动力 学 仅 涉及 四 个 最 低能 
量 的 量子 态 |00),|10),101) 和 |11)。 由 此 ， 上 面 的 Hamiltonian 可 以 简化 为 


a > TED oY — EDD + Eno (D 509 (8.2.8) 
Hh, Eiz = Em/4 和 EY = Ec, (ng, — 1/2) + Es (ng, — 1/4). KBR A KERR K 
定义 是 : oP = 10505] — 1) 05] 和 oF? = |0;)(1;| + [1) (0|. 这 里 的 下 标 5( 或 k) 
是 用 来 标注 第 (R k) 个 量子 比特 的 量子 态 。 例 如 ,|0;) 代表 第 (R k) 个 量子 比 
特 是 “0”。 为 了 简化 , 两 比特 态 |mn)( 其 中 , m,n = 0,1) 的 上 标 被 忽略 掉 。 显 然 , 比 
特 间 的 耦合 能 量 En = Em/4 是 由 耦合 电容 Cmn 决定 的 , 是 不 调 的 。 Rig, EY 和 
ED 则 可 以 分 别 通过 门 电压 V; 和 磁 通 o; 来 调节 。 


图 8.2.1 ”两 个 通过 电容 耦合 起 来 的 超 导 电 荷 量子 比特 
两 个 Cooper 岛 上 的 Cooper 对 数目 (量子 比特 ) 可 以 通过 偏 置 门 电压 Vi, Vo 来 控制 ， 外 置 磁 通 1, Do 
(F SQUID 回路 ) 用 于 调控 其 有 效 Josephson 隧 穿 能 。 Pi 和 P» (虚线 部 分 ) 则 用 于 读 取 量子 比特 的 状 
态 


我 们 的 验证 方案 包括 如 下 的 两 个 步骤 。 

1) 制备 可 能 违背 Bell 不 等 式 的 宏观 量子 态 

大 量 的 研究 表明 ， 著 名 的 Bell 态 将 是 最 大 违背 Bell 不 等 式 的 量子 态 。 因 此 ， 
我 们 将 首先 制备 这 一 两 比特 超 导 电 路 的 Bell 态 。 

自然 地 ， 我 们 假定 开始 时 电路 已 经 被 初始 化 到 其 基态 juo) = |00) E. 这 可 以 
通过 使 电压 合适 地 偏 置 使 系统 工作 于 远离 能 级 简 并 点 (n, = 1/2) 处 , 而且 EP = 
EC = 0 来 达到 。 首先, 我 们 对 选 定 的 一 个 量子 比特 (比如 第 一 个 量子 比特 ) 实行 
一 个 条 件 性 单 比特 操作 (实际 上 是 一 个 两 比特 操作 , 是 保持 一 个 比特 不 演化 的 情况 
下 对 另 一 个 比特 进行 操作 ), 即 设 定 一 个 快速 脉冲 tj, 使 得 EU 40, ED = -2E12， 
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从 而 导致 一 个 演化 Ô (6;) = I e |12)(12| 4 [I cos 01 十 io; sin 61] e 102) (05| 


Ido) = o0) 99, jw.) = 009 + ito) (8.2.9) 
这 里 持续 时 间 被 设置 成 满足 条 件 : cos(t)A;/h) = 1, = V4B2 + (EQ /2)2 和 
sin; = +1/V2, 6; = t1E /2。 接 下 来 我 们 在 保持 |00) 不 变 的 情况 下 , 通过 实现 
演化 |10) — |11) 来 确定 性 地 制备 Bell 态 


(2) 62 
wa) s Je) = 5 (100) + i[11)) (8.2.10) 


其 中 , 操作 UO 是 通过 偏 置 EU 40, ED = 2E12， 并 取 脉 溃 持续 时 间 to 满足 条 
件 cos(Agte/h) = sin 62 = 1, Ar = \/4E2, + (ES? /2)?, 0; = t, EU? /2h RAN. 

当然 ,这样 的 态 制 备 在 实验 上 是 需要 验证 的 。 这 通常 是 通过 一 种 叫 量 子 态 的 
tomorgaphic 技术 将 其 对 应 的 密度 矩阵 重 构 出 来 。 制 备 得 是 否 足 够 地 接近 想 要 制备 
的 量子 态 , 则 需要 与 理想 情况 下 该 量子 态 的 密度 矩阵 进行 对 比 。 在 这 里 我 们 不 再 详 
细 描 述 如 何 利 用 这 一 技术 来 进行 这 些 验证 , 感 兴趣 的 读者 可 参考 相关 文献 。 要 利用 
所 制备 出 来 的 Bell 态 进 行 Bell 不 等 式 的 验证 , 还 必须 要 求 所 制备 出 来 的 Bell 态 的 
寿命 足够 的 长 。 理 论 上 这 是 可 能 的 , 因为 完成 以 上 两 步 脉冲 制备 操作 后 , 电路 又 被 
偏 置 回 其 初始 时 ES = EU = 0 的 “ 闲 着 ” 状态 。 这 时 ， 电 路 的 Hamilton 量 可 简 
单 地 表示 为 H, = El20703， 而 所 制备 出 来 的 Bell 态 正 是 其 本 征 态 之 一 ,因而 其 寿 
命 在 理论 上 应 该 是 足够 长 。 我 们 的 数值 结果 也 证 实 了 这 一 点 。 

2) 利用 近似 的 单 比特 操作 进行 近似 的 局 域 性 编码 ， 并 通过 两 比特 的 联合 测量 
得 到 关联 函数 Ela, 8) 

实验 验证 Bell 不 等 式 的 另 一 个 关键 问题 是 测量 两 个 局 域 变量 a 和 B8 之 间 的 
AH. 变量 a 和 8 的 局 域 性 意味 着 它们 应 分 别 是 属于 比特 4 和 比特 B 的 变量 , 这 
就 要 求 他 们 必须 是 通过 严格 的 单 比 特 操作 分 别 编 码 到 它们 各 自 所 属 的 量子 比特 上 
的 。 

在 本 实验 电路 中 , 两 个 量子 比特 通过 一 个 耦合 电容 CS 一 直 地 耦合 在 一 起 , A 
而 它们 各 自 严格 的 单 比特 操作 原则 上 不 可 能 实现 。 但 是 ， 作 为 一 种 实验 精度 允许 
情况 下 的 近似 , 这 样 的 单 比特 操作 还 是 可 以 近似 地 得 以 实现 的 。 比 如 , 在 偏 置 条 件 
EG) = EC = EP = 0 下 , 简单 的 脉冲 EP 4 0 就 可 以 实现 如 下 操作 : 


OY = B; & |Ox)(Ox| + BF & [14) (1| + oY @ f (8.2.11) 


HP, B; = G10;)(0;| + C11) (jl, Cj = cos(ty;/h) — icosa; sin(ty;/h), & = 
isin a; sin(ty;/h), cosa; = E\2/7;,7; = (Ey2)? + (EY /2)2。 故而 ， 对 制备 出 来 
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2 
的 Bell 态 进行 局 域 变量 编码 的 过 程 可 简单 地 由 两 步 操作 [UY 完成 。 相应 地 , 电 


j=l 
2 
路 的 量子 态 变 为 : | 心 ) = [T 5P)lws )。 经 过 这 一 编码 过 程 后 ， 量子 态 的 纠缠 度 将 
E 
不 再 保持 原来 Bell 态 情况 下 的 最 大 纠缠 度 C — 1, 而 是 导致 了 一 个 改变 量 
AC —1-— y1 — [sin(2a)(1 — cos(2y1 + 2y2))]? (8.2.12) 


其 中 , 我 们 已 经 假定 o1 = aa =a 和 wj = 27;t/h, j =1,2. BR AC = 0 将 对 应 于 
理想 的 局 域 性 编码 。 

经 过 上 述 局 域 变量 的 编码 以 后 ,我 们 对 量子 态 |w4) 施行 两 比特 联合 测量 : 探 
测量 子 比 特 的 布 居 数 ， 从 而 考察 它们 是 于 在 相同 的 逻辑 态 : 激发 态 |1) 上 或 基态 |0) 
E, 最 后 得 出 与 每 组 局 域 变量 相对 应 的 关联 函数 Ela, 3) 的 值 。 在 现在 的 超 导 电 路 
中 , 所 测量 的 是 每 个 比特 (HU Cooper 对 岛 ) 上 的 电荷 量子 态 。 测量 的 方法 是 通过 一 
个 合适 电压 偏 置 的 单 电子 晶体 管 (SET) 耦合 于 被 测量 子 比特 ， 从 流 过 其 电流 的 大 
小 可 以 区 分 出 岛 上 的 电荷 , 即 该 比特 所 处 的 电荷 量子 态 。 比 如 ， 当 对 态 p 执行 投影 
测量 Ê = 1,0, E. 所 得 到 的 耗 散 电 流 TY x Tr(pP;). 这样 的 一 个 投影 测量 等 
价 于 对 oY 的 测量 , 因为 oY = (7 一 户 )/2。 为 了 同时 测 出 两 个 Cooper 岛 的 电荷 
状态 , 我 们 需要 施行 的 是 Ps = Pi SP 联合 投影 测量 。 理论 上 , 两 局 域 变量 wp; 和 
yo 的 关联 能 够 用 算 符 Pr = |11)(11| + [00) (00| — 110) (10 — 01) (01) = o1 ao H 
期 望 值 


E (91,422) = cos? a + sin? a cos(qi + y2) (8.2.13) 


来 表示 。 实验 上 , 上述 所 有 操作 步骤 都 能 够 在 不 同 参数 设置 以 一 种 可 控 的 方式 实现 
多 次 重复 。 结 果 , 对 于 任何 选 定 的 经 典 变量 >， 和 ”p 对 的 关联 函数 可 由 


8.2.14 
Naneli ` 92) 十 Naia (P1. v2) 


E(1.922) = 
进行 计算 。 这 里 Nsame(yp1,p2) (Naif(wi,wz)) 是 发 现在 两 个 量子 比特 处 于 相同 (不 
同 ) 逻辑 态 的 事件 数 。 有 了 这 些 测 量 得 到 的 关联 函数 , 就 能 对 Bell 不 等 式 是 否 违背 
进行 验证 。 

对 典型 局 域 变 量 集合 : {yj p} = (72/8.32/8) 和 比特 间 耦 合 强度 : E, = 
4E; = Ej, E,/10 和 E,/100, 我 们 在 图 8.2.2 中 给 出 了 关联 Ely, i2) 和 局 域 变 
量 编码 过 程 中 纠缠 度 的 变化 量 AC, 以 及 CHSH 函数 f = Elp y) + Elp p) + 
E(p1, 93) + 五 (pl,poz|。 可 以 看 到 ， 比 特 间 耦合 越 小 纠缠 度 变 化 量 AC 也 越 小 。 对 
于 非常 弱 的 耦合 系统 ， 例 如 ， 已 wy/ 已) = 0.1( 或 0.01)， 以 上 的 局 域 变量 编码 操作 
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可 以 被 认为 是 相当 理想 的 。 忽 略 这 些微 小 的 局 域 性 漏洞 ， 我们 看 到 CHSH-Bell 不 
等 式 


[E(i1. 92) + E(p1, 92) + Eli, 2) + Elfi pal < 2 (8.2.15) 


是 被 明显 地 违背 了 的 。 当 然 , 这 一 验证 方案 的 施行 还 受到 一 个 物理 条 件 的 限制 , BD 
电路 的 量子 退 相干 时 间 应 当 远 大 于 操作 与 投影 测量 的 完成 时 间 。 目 前 超 导 电 荷 量 
子 比特 的 退 相干 时 间 还 比较 短 ， 比 如 实验 测 得 ~ 0.6ns， 故 而 直接 用 现在 的 超 导 电 
荷 比特 电路 来 验证 Bell 不 等 式 还 有 相当 的 难度 。 尽 管 环境 噪声 影响 和 操作 缺陷 可 
以 在 统计 平均 计算 关联 函数 E (i, v2) 时 得 到 一 定 程度 的 抑制 , 但 更 长 退 相干 时 间 
的 要 求 , 显然 将 在 本 质 上 增加 实验 的 成 功 性 。 所以, 实验 上 率先 实现 了 Bell 不 等 式 
的 验证 所 用 的 是 退 相干 时 间 更 长 的 超 导 位 相 比特 电路 。 


E; (P1; P2) AC Epi, 92) f 

E, (-1/8,—n/8) 0.006 99 0.765 69 
(-n/8,3n/8) 0.006 99 0.765 69 2.6627 
(31/8, —x/8) 0.006 99 0.765 69 
(31/8, 31/8) 0.269 43  —0.365 69 

E,/10  (-x/8,. -n/8) 0.002 38 0.724 34 
(—n/8, 37/8) 0.000 11 0.707 84 2.8264 
(3n/8.—2/8) 0.000 11 0.707 84 
(30/8. 37/8} 0.00363 -0.702 85 

E,/100 (—n/8.—n/8) 0.000 01 0.707 11 
(-1/8,3n/8) 0.000 01 0.707 11 2.8284 
(31/8. —x/8) 0.000 01 0.707 11 
(31/8.3r/8) 0.00004  —0.707 06 


82.2 ”对 于 一 定 比特 间 耦 合 Em 参数 , 不 同 可 控 经 典 变量 o. 和 oo 组 合 所 对 应 的 纠缠 度 
变化 AC. 关联 函数 Eloi, 02) Al CHSH MR f HH 


8.2.3 ”利用 有 效 单 比特 操作 进行 有 效 局 域 变量 编码 的 Bell 不 等 式 验 证 
在 Bell 不 等 式 的 验证 过 程 中 , 只 有 严格 的 单 比特 操作 才能 实现 理想 的 局 域 变 


量 编码 。 对 光子 、 因 禁 离 子 及 中 子 比 特等 而 言 , 它们 的 单 比 特 操作 是 很 容易 实现 的 ， 
但 比特 间 的 相互 作用 需要 通过 特殊 的 设计 才能 实现 。 然 而 ,正如 上 面 我 们 所 看 到 
的 那样 , 在 固态 量子 电路 (如 超 导 及 量子 点 等 ) 中 比特 之 间 往 往 是 通过 一 个 固定 不 
BE (如 电容 器 或 电感 等 ) 的 器 件 连 接 起 来 的 , 因而 这 种 比特 间 的 耦合 一 般 是 不 可 调 
节 或 开关 的 。 在 上 面 的 验证 方案 中 , 我 们 设计 了 一 个 近似 的 单 比特 操作 (比特 间 的 
固有 耦合 仍 保留 ) 来 进行 局 域 变量 编码 , 这 种 近似 程度 的 好 坏 由 这 一 编码 过 程 所 导 
致 的 纠缠 度 的 变化 来 度量 。 在 本 小 节 中 , 我 们 介绍 如 何 利用 一 种 称 为 “refocusing” 
的 方法 来 殉 服 这 一 困难 ， 其 基本 思想 是 通过 某 种 组 合 起 来 的 逆 演 化 过 程 来 抵消 比 
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特 间 固有 耦合 本 身 导 致 的 量子 态 演 化 。 比 如 , 对 于 固定 比特 间 耦 合 相互 作用 ko?o3 
所 导致 的 两 比特 态 演化 U(t) = exp(—itko?o$/h). 可 以 通过 如 下 的 组 合演 化 : 


Uj;(t)a;Uj(t)o5 = exp(—itka105/R) exp(itka1o5/Rh) = I, j=1,2 (8.2.16) 


来 抵消 。 这 一 方法 在 核磁 共振 技术 中 常 被 用 来 消除 核 自 旋 之 间 不 可 调 相 互 作用 的 
影响 , 事实 上 , 在 核磁 共振 系统 中 第 i 个 核 自 旋 和 第 7 个 核 自 旋 之 间 的 耦合 常数 Jij 
比 起 它们 之 间 本 征 频 率 差 Aw;; = |w; 一 wi| 来 说 要 小 得 多 , 比如 , .i;/Awi; < 1074. 
所 以 , “refocusing” 操 作 所 需要 的 关键 单 比特 o7. 旋转 很 容易 通过 对 单个 核 目 旋 施 
行 一 个 强 的 共振 脉冲 来 实现 。 但 在 现在 的 超 导 量 子 电路 中 ,比特 间 的 相互 作用 E 
和 单 比 特 旋转 操作 强度 E; 相 比 , 大 概 只 小 一 个 量 级 , 并 且 两 个 比特 之 间 的 本 征 频 
率 几 乎 是 相等 的 。 所 以 , 直接 对 某 个 单 比特 施加 一 个 与 其 本 征 频 率 共振 的 脉冲 难以 
实现 所 需要 的 oF 操作 。 为 此 , 我 们 采用 “动力 学 去 看 ”办 法 将 能 在 超 导 电 路 中 选 
定 的 某 个 量子 比特 有 效 地 实现 所 需 的 单 比特 操作 。 

我 们 考虑 如 图 8.2.3 所 示 更 接近 于 实验 实际 情况 的 超 导 量 子 电 路 。 假定, 每 个 
Cooper 对 岛 都 偏 置 于 其 简 并 点 附近 , 即 ngj = (C, Vs; + C»; V5)/2e ~ 1/2. 故而 
整个 电路 的 量子 动力 学 演化 将 被 控制 在 其 四 个 最 低 电荷 态 : (00), |10), |01) 和 |11) 
空间 所 展开 的 子 空间 里 。 这 样 ,这 个 电路 的 Hamilton 量 就 可 以 简单 地 写 为 


3 

p= 3 DEP of — EO oD] + Eno o (P (8.2.17) 
EP, Er = Em/4, Em = 4?C,4,/Cy: 是 量子 比特 间 的 有 效 耦合 强度 。 有 效 电荷 能 
量 Ec = Ec, (-1/2--ng,) - E (71/49 n4, /2), j,k = 1,2, 其 中 , Ec, = 4e2Cy /Cy。 
超 导 量 子 干涉 仪 有 效 Josephson 能 量 是 EY) = 2c) cos(19,;/d49), 其 中 e9) 是 单 
结 Josephson 能 量 。 上 面 的 Cy = Os: Cy 2 CA. Cy, 是 连接 第 J 个 盒子 所 有 
电容 的 和 。 履 自 旋 算 符 具 有 如 下 的 定义 形式 : oY = |0;)(0;| — 17) (1| 和 oY = 
05) (15] + |1;)(0;|。 


图 8.2.3 ”两 个 电荷 量子 比特 的 电容 性 耦合 
两 个 Cooper 对 岛 (量子 比特 ) 的 量子 态 是 通过 控制 偏 置 门 电压 Vj (7 = 1, 2, 3). V;。 和 外 置 磁 通 $1. Sy 
(影响 SQUID 回路 ) HITER. Pi 和 钨 (虚线 部 分 ) 用 于 读 出 最 终 的 量子 比特 态 
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为 了 有 效 实现 单 比特 操作 ot, 我 们 使 电路 工作 于 其 简 并 点 处 : ns, = ng, = 0.5, 
从 而 EO = EC = 0; 并 且 9; = 0, # = 4/2, k Fj, 使 得 EP = 2:7 4 
0, 五 多 )=0。 在 这 种 情况 下 ,电路 的 Hamilton 量变 为 


Hi = —e go) — E200) 9) (8.2.18) 
显然 , 其 对 应 的 含 时 演化 算 符 为 


Ui(t) = exp (- i) — exp EZ Uint (t) (8.2.19) 


其 中 , SERE Uint(t) 通过 如 下 方程 定义 ， 

in ie) 一 Tint (t)Uine (t), Hint (t) = El2 exp |- ee clo? exp E 
(8.2.20) 

由 于 G = E/E) « 1 (例如 在 实验 中 c; < 1/4). 我 们 可 以 做 如 下 的 微 扰 展开 : 


t TUI pt 
Uint(t)=1 + (- =) ff dt Hint(t ) + (- x) / f dt dt Hint (t )Hint(t ) Tee 


-1- (1 Ei 50 g r +Ô) (8.2.21) 
h 2c ° : 


忽略 掉 C; 的 高 次 项 ,系统 的 Hamilton 量 就 可 以 简化 为 


; _ E 
Heg = — le 十 2] c @ I* (8.2.22) 
J 


这 就 是 在 -个 有 固定 耦合 量子 电路 中 实现 有 效 单 比特 操作 所 需要 的 Hamilton 量 。 
在 以 上 的 推导 中 ， 一 次 展开 项 : D (0 = Cin) f ar Bus) 对 整个 电路 时 间 演 


化 实际 上 影响 很 小 , 是 一 个 和 C2 同 数量 级 的 微弱 效应 , 故而 可 有 效 地 和 忽略。 显然， 
在 以 上 的 “动力 学 去 耦 ” 近似 中 , 比特 之 间 的 恒定 耦合 项 被 作为 一 种 Josephson 能 
量 的 平移 效应 吸纳 进 单 比特 演化 中 去 了 。 有 效 Hamilton Æ Her 所 对 应 的 就 是 如 下 
的 单 比特 演化 : 


(J) 
RS . a's , 
RP = explipjo®], pj —L— (1- 26) (8.2.23) 


通过 合适 地 设置 演化 时 间 , 使 cos w; = 0. 则 此 演化 就 成 为 “refocusing” 操作 组 合 
中 所 需要 的 单 比特 oU 旋转 。 
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以 上 的 “动力 学 去 耦 ” 的 有 效 性 可 以 通过 比较 未 近似 下 Hamilton 量 演化 的 差 
异 来 验证 , 即 在 同样 的 初 态 情况 下 ,比较 由 Has 导致 的 含 时 演化 
Usppr(t) = R} (9j) @ I* (8.2.24) 
与 不 做 任何 近似 下 得 到 的 精确 时 间 演 化 
Us (t) =exp(—itH/h) = A(t)oU? & I* + B(t)(|0,0,) (00, 
3114) (1;14| + B* (£)(]104) (104 + ]0;14) (0;1;]) (8.2.25) 
之 间 的 差异 。 这 里 
A(t) = ip;(t), B(t) = [1 — p3(t)] 7 exp[—i¢; (t)] (8.2.26) 


KH, p(t) = v; sin(eS v;t/h), v; = [1 + (Eig/e 2, e,(t) = arctan[26;v; ! 
tan(c v;t/R)]. 图 8.2.4 给 出 了 基于 Ûappr (t) (Sc) 和 UV(t)( 虚 线 ) 经 过 相同 时 间 
的 演化 后 ，|1;0k) e [0;0,) 跃迁 几率 的 比较 。 可 见 两 者 符合 得 相当 好 ， 当 耦合 强度 
分 别 等 于 G = 1/8 AG = 1/10 时 , 两 者 的 最 大 差异 小 于 0.06 和 0.04。 


8.2.4 ”分 别 基于 近似 和 精确 时 间 演 化 , 经 过 r = eP t/h 时间 后 , |1;0k) S 1040x) 的 几 
XE: 已 ppr( 实 线 ) 和 Pex( 点 线 )。 BR, 随 着 比特 间 掉 合 G 减 小 , 它们 间 的 差异 也 减 小 


类 似 地 ， 若 系统 处 于 远 小 于 简 并 点 (比如 ng, < 0.25)， 相 对 于 电荷 能 EZ 来 
Ub. EJ 和 固定 耦合 强度 Er 都 是 微 扰 小 量 。 这 样 电路 的 Hamilton 量 就 可 以 有 效 
地 近似 为 
A, = 》 Ejot — Enof” ® of? (8.2.27) 
j=1,2 
其 中 , E; = EP (14+02/(1—<2,)] M c; = EP /(2EY), 612 = Eis/ EQ) « CHA MA 
演化 是 
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R? = exp[-ixiz0 1? 00?] & II exp|-ixjo] (8.2.28) 
j=1.2 


HB, x = Goo) 和 x; = Bjt/h, x2 = Eot/h- 对 于 最 简单 情况 即 EU = 
0, sj =0, 我 们 可 得 到 Ej = EY). 进而 , f KA “refocusing” 操作 组 合 就 可 得 男 
一 个 单 比 特 操作 


RO (d;) = [RYP Get? ? = exp[6;o"] (8.2.29) 


其 中 , 6; = 2x;. 注意 到 ， 这 个 操作 的 位 相反 转 形式 RY? (—6,) = exp(djo!”] 可 通 
过 控制 外 置 门 电压 来 改变 E; 而 获得 。 

理论 上 ， 由 于 单 比特 操作 ROO) 和 单 比特 操作 RP) 是 不 对 易 的 ， 因 此 
它们 的 组 合 能 构成 任意 的 单 比特 操作 。 例 如 , 在 Bell 不 等 式 验证 中 用 到 的 局 域 变 
量 编码 操作 就 可 以 按 如 下 方式 : 


R;(0;) = RU0,/2)RP (x/4) RP? (一 0772) 
"HE 1 —iexp(i6;) 
| y2 —iexp(—i6;) 1 ) en) 


实现 。 至 此, 我 们 建立 了 一 种 更 为 有 效 的 局 域 变量 编码 方案 , 预计 由 此 实现 的 Bell 
不 等 式 验证 的 精度 会 更 高 一 些 。 


8&3 在 三 比特 超 导 电 路 中 确定 性 地 验证 Bell 定理 


在 以 上 通过 不 等 式 来 验证 Bell 定理 的 方案 中 , 所 涉及 的 物理 可 观测 量 是 两 个 
局 域 变量 之 间 的 非 局 域 关联 Ela, 6)。 但 这 个 关联 函数 是 一 个 需要 做 多 次 测量 再 求 
统计 平均 才能 得 到 的 物理 量 ， 因 而 Bell 定理 验证 的 有 效 性 只 具有 统计 意义 。1990 
年 Greenberger-Horne-Zeilinger 指出 , 利用 三 粒子 关联 实验 可 以 确定 性 地 对 Bell 定 
理 进 行 验 证 。 这 一 论断 已 经 被 最 近 的 三 光子 纠缠 态 实 验 所 证 实 。 我 们 的 问题 是 , 是 
否 能 利用 超 导 量 子 电路 在 宏观 水 平 上 同样 地 对 这 一 确定 性 判 据 进行 验证 呢 ? 为 此 
我 们 必须 先 制备 一 个 宏观 比特 的 三 体 纠缠 GHZ AS, 然后 进行 一 些 组 合 测量 来 进行 
检验 。 


8.3.1 ” 超 导 电 路 中 的 宏观 GHZ 态 制 备 及 证 实 


我 们 考虑 如 图 8.3.1 所 示 的 三 比特 超 导 电 路 , 它 仅 仅 是 在 已 有 实验 电路 的 基础 
上 增加 一 个 比特 。 这 里 三 个 SQUID 结构 的 具有 可 控 Josephson 能 量 的 超 叶 Cooper 
对 岛 构成 了 Josephson 三 量子 比特 , 它们 之 间 的 距离 是 在 微米 量 级 并 通过 两 个 电容 
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耦合 起 来 。 同 样 ， 假定 每 个 Cooper 对 岛 都 被 偏 置 在 其 简 并 点 附近 ， 因 而 整个 电路 
的 动力 学 演化 就 可 以 由 如 下 简化 的 Hamilton 量 : 


H=- LS EL D — Eg) + $^ Kj aoa Gn (8.3.1) 


di =] j=1 
来 决定 。 这 里 EU = Sy 为 第 j 个 量子 比特 的 有 效 Josephson f£, 
EY = 2e2[CF (2ng — 1) + 3 lng 一 1)] 表示 第 j 个 量子 比特 的 有 效 电荷 


能 ,而 Ku = 名 /0 六 ， 则 表示 两 个 紧邻 量子 比特 间 的 相互 作用 能 ;其 中 no = 

C5; V;/(2e) ~ 0.5. JF B. Cy, = =Cy, /(1+C? 2Cy, /C),Cy, = = C/Cr ,C5,), Cr = 

Cy,/(l TC. 33Cy /C), Ci; = C/(Cy Cia, C23 = C/(Cy, C23), Cis = C/(C12Co3); 
3 


UR C-[[Cz,-€50r,-C56r,- 38. MARA LH: of = |0;)(0;| 一 
§=1 

hoP = |0;)(1;| 十 11;)(0;|。 HERR. 第 ; 个 量子 比特 的 电荷 能 不 仅仅 依赖 于 
其 所 偏 置 的 第 j 个 门 电压 ， 而 且 与 另外 两 个 Cooper 对 岛 的 偏 置 电压 有 关 。 相 对 
最 近邻 的 量子 比特 之 间 的 耦合 强度 K; ;+1， 非 最 近邻 ( 即 第 一 个 和 第 三 个 量子 比 
特 之 间 的 Kis) 相互 作用 的 强度 是 很 弱 的 ， 故 而 可 以 忽略 掉 。 事 实 上 ， 由 典型 的 
实验 参数 : Cy ~ 6000F,Cm ~ 30aF,C, = 0.6aF, 所 以 我 们 可 以 得 到 Ki3/Ki2 = 
Ki3/ K23 < Calc = 0.05 和 K12/2€; ~ 1/4。 


deW e Weh 


8.3.1 三 个 通过 电容 耦合 的 SQUID 型 电荷 量子 比特 。 三 个 Cooper 对 岛 (量子 比特 ) 的 量 
子 态 是 通过 控制 偏 置 门 电压 V (7 = 1, 2,3) 外 置 磁 通 6j( 影 响 SQUID 回路 ) 来 进行 操作 的 

正如 上 面 的 数值 估计 所 看 到 的 , 近邻 比特 之 间 的 电容 耦合 K; i+l 是 比较 强 的 ， 

所 以 不 可 能 实现 任何 的 单 比特 操作 。 当 然 , 一 旦 知道 了 电路 所 处 的 状态 , 则 仍 有 可 

能 在 保持 其 他 的 量子 比特 不 变 情 况 下 ， 对 选 定 的 量子 比特 进行 某 种 演化 操作 。 比 

in, 从 电路 初始 时 刻 (这 时 EY = EY = 0, j = 1,2,3) 的 基态 |w(0)) = 1000) HR, 
通过 以 下 的 三 步 脉冲 过 程 : 

Iw(0)) = 1000) “2, 


Üs (t3) 
一 一 一 一 


Dit), 1 


(i000 + iJ010)) "+ 41000) + i110) 


-万 (000) + i[111)) = |w 吉 az) (8.3.2) 
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我 们 就 能 得 到 所 期 望 的 GHZ 态 。 这 里 ， 第 一 步 脉冲 用 于 实现 第 一 个 演化 Üo(t2): 
作用 是 使 第 二 个 量子 比特 的 两 个 逻辑 态 登 加 。 这 个 操作 是 通过 突然 施加 第 二 个 量 
子 比 特 的 Josephson 能 E? 4 0, FARR BE ES! = —2(Kı2 + Ko3) 而 
实现 的 。 这 个 脉冲 的 时 间 长 度 to 应 满足 条 件 : sin[E P t, /(2h)| = = pane [ra]  , 
第 二 (或 第 三 ) 演化 Ui(t1)Ua(t3) 是 通过 设置 施加 第 一 个 (或 第 三 个 ) 的 量子 比特 
Josephson 能 来 实现 的 ， 相 应 地 要 求 电 荷 能 设 定 为 EL = irs A = 2K53). 


还 有 ， 脉 冲 的 长 度 应 满足 条 件 : sin[E V t;/(2h)) = 1 和 cosp;t;/(2h)) = 1， 其 中 
y; = \/(2Kj2)? + (EZ, j = 13。 这 样 设 置 的 目的 是 达到 选 定 量子 比特 逻辑 态 的 


有 条 件 反 转 ， 比 如 , 若 第 二 个 量子 比特 处 在 |1) 态 则 反 转 ; 者 第 二 个 量子 比特 处 在 
10) 态 则 将 保持 不 变 。 

至 此 , 我 们 在 理论 上 是 给 出 了 如 何在 超 导 量 子 电 路 中 制备 宏观 GHZ 态 。 但 如 
何 证 实 以 上 所 制备 的 就 是 我 们 想 要 制备 的 宏观 量子 GH TE? 这 还 需要 一 个 实验 
上 的 确认 过 程 。 所 幸 的 是 ， 由 于 所 制备 的 GHZ 态 本 身 也 是 空闲 电路 ( 即 对 此 电路 
没有 进行 任何 操作 , 故而 其 动力 学 可 用 Hamilton Æ A = Po Kj. 10 0 g0*U) 的 


本 征 态 描述 , 所 以 至 少 在 理论 上 它 的 寿命 相对 长 。 这 就 为 证 实 它 的 制备 提供 了 实验 
上 的 可 能 性 。 一 般 来 说 , 要 完全 表征 一 个 量子 态 的 做 法 是 在 实验 上 将 密度 矩阵 的 每 
个 矩阵 元 都 测定 出 来 , 然后 将 密度 矩阵 整体 地 重 构 出 来 , 这 就 是 通常 所 说 的 量子 态 
的 “Tomographic” 重 构 。 然而, 这 样 的 重 构 是 以 很 多 种 的 量子 测量 为 基础 的 , 而 且 ， 
每 种 测量 也 还 需要 重复 多 次 才能 确定 某 一 个 或 几 个 矩阵 元 中 的 参数 。 例 如 , 要 重 构 
一 个 三 比特 的 量子 态 ， 需 要 确定 的 矩阵 元 数目 是 8 x 8 = 64. 而 每 个 矩阵 元 又 都 是 
复数 , 故 这 64 个 矩阵 元 共有 128 个 待定 的 实 参数 。 如 果 用 通常 单 值 投影 测量 的 方 
法 来 确定 这 些 参数 的 话 , 需要 的 投影 测量 的 种 类 及 次 数 将 是 一 个 非常 大 的 数目 。 最 
重要 的 是 , 这 些 重 构 所 需要 的 测量 都 是 一 些 破坏 性 的 投影 测量 , 所 以 需要 制备 许 许 
多 多 这 一 需要 重 构 态 的 备份 。 从 这 个 意义 上 说 ,虽然 量子 态 的 “Tomographic” Æ} 
是 表征 一 个 量子 态 的 最 精确 方法 , 但 因此 对 量子 态 制备 及 测量 操作 等 的 要 求 也 相 
应 地 复杂 得 多 。 有 鉴于 此 , 我 们 采用 如 下 一 种 简便 得 多 的 办 法 来 实现 以 上 所 需要 的 
GHZ WUK, 所 需 的 操作 步骤 如 下 。 

1) 检验 态 的 登 加 性 

首先 要 证 实 所 制备 的 量子 态 都 为 两 个 计算 基 矢 态 1000) 和 |111) 的 又 加 。 为 此 ， 
我 们 同时 对 电路 中 三 个 Cooper 对 岛 的 电荷 量子 态 进 行 独立 的 投影 测量 。 这 里 , 假 
定 每 个 投影 探测 器 都 能 明确 地 区 分 岛 上 的 Cooper 对 |0) 态 (比如 探测 器 无 电流 流 
过 ) 和 |1) AS (比如 探测 器 中 有 电流 流 过 )。 所 以 如 果 电 路 确实 是 被 制备 在 以 上 所 期 
望 的 .|000) 和 |111) 的 又 加 态 上 , 那么 三 个 探测 器 的 响应 只 有 两 种 可 能 : 要 么 都 有 
电流 流 过 (说 明 电路 被 塌 缩 到 |111) 态 ), 要 么 都 没有 电流 流 过 (对 应 于 电路 被 塌 缩 
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到 |000) 态 )。 注意 到 这 一 测量 结果 只 是 证 实 GHZ 态 的 必要 条 件 , 而 不 充分 。 原因 
是 , AS |000) AIA |111) 的 非 相 干 登 加 ( 即 统计 混合 态 ) 也 能 导致 同样 的 测量 结果 。 
2) 验证 县 加 的 相干 性 
第 二 步 是 为 了 验证 以 上 所 制备 的 态 确实 就 是 |111) 和 |000) AFBI. 而 不 是 
它们 的 统计 混合 。 我们 考虑 以 下 的 操作 次 序 : 
1 


Wuz) “2+ 5 (1000) — [101) + i010) + i1111))) 全 (0:03) + [11 13))) 
Ao 70 13) + |1103)) (8.3.3) 
其 中 , P, = [12) (12| 表示 的 是 对 第 二 个 量子 比特 进行 的 投影 测量 。 如 果 此 前 我 们 所 
制备 的 态 是 GHZ 态 的 话 , 那么 当 我 们 最 后 对 剩 下 的 第 一 和 第 三 个 量子 比特 同时 进 
行 独立 的 投影 测量 时 一 定 会 得 到 这 样 的 一 个 结果 : 一 个 探测 器 有 电流 , 而 另 一 个 探 
测 器 则 没有 电流 。 这 是 相干 又 加 的 必然 结果 , 如 果 最 后 的 测量 结果 不 是 这 样 的 , 那 
就 说 明 此 前 制备 的 是 态 |000) ANAS |111) 的 非 相 干 登 加 ， 而 不 是 我 们 所 期 望 的 相干 
登 加 情形 。 

现在 剩 下 的 问题 是 ， 如 何 实现 以 上 验证 过 程 中 所 需 的 单 比特 操作 U; = 
explino!?) /4], j = 1,2,3， 即 在 对 第 j 个 比特 施行 此 操作 时 ， 其 他 的 两 个 量子 比 
特 保 持 不 变 。 在 现在 这 种 耦合 不 可 调 的 固态 电路 中 实现 这 一 操作 并 不 容易 做 到 。 
首先 , 为 了 实现 对 第 二 个 量子 比特 的 演化 操作 U 我 们 仅 对 第 二 个 量子 比特 施加 
Josephson 能 ,使 得 E? = 2:2 #40, 这 时 电路 将 在 Hamilton 量 


H2 = -EP oP + Kioo + Kofol (8.3.4) 


的 作用 下 演化 。 因 为 , 612 = K12/(262) < 1.623 = Ko3/(2e3) < 1( 例 如 < 1/4 是 典型 
的 实验 数据 )， 所 以 这 里 我 们 可 以 把 A, 中 的 第 二 和 第 三 项 看 作 第 一 项 的 微 扰 。 
此 , 在 忽略 掉 微 扰 小 量 £12. 693. 二 阶 及 以 上 小 量 的 情况 下 , 按 上 节 同 样 的 做 法 可 以 
将 A 有 效 地 近似 为 


ee , : 
Ag = —e5[1 + 2C12 + 2035 + 46126230 0) 0) ]g C? (8.3.5) 


从 形式 上 看 , 在 这 个 式 子 中 第 一 个 和 第 三 个 量子 比特 仍然 会 对 第 二 个 比特 的 演化 造 
成 影响 。 但 幸运 的 是 , 对 GHZ 态 而 言 第 一 个 和 第 三 个 量子 比特 的 取 值 总 是 一 样 的 ， 
故而 上 式 中 OM of) = 1。 所 以 , 只 要 将 演化 时 间 设 置 为 m = hix/Ae2[1--202, - 202, 十 
4C?2C33]， 那 么 所 需要 的 单 比特 操作 算 符 U2 = exp(-iH2,72/h) = exp(ixo? /4) 就 
可 以 有 效 地 实现 。 类 似 地 ,通过 对 第 一 和 第 三 个 量子 比特 同时 施加 Josephson 能 ， 
可 以 将 电路 的 Hamilton 量 写 为 

His = » [—e Po) + K j209)g?] (8.3.6) 


j=1,3 
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再 次 忽略 掉 6 = Kjo/(2e7,) < 1,7 = 1,3 的 高 次 项 ， 可 得 如 下 的 有 效 Hamilton 
量 : 

B» =- Y eg 1 re 2600] gl) (8.3.7) 

j=1,3 
这 里 包含 着 与 第 二 个 量子 比特 状态 有 关 的 Josephson 能 修正 项 : AE = 4s U 2.0"). 
再 一 次 比较 凑巧 的 是 , 在 经 历 了 投影 测量 之 后 的 第 二 个 量子 比特 , 其 量子 态 必定 已 
经 塌 缩 到 了 其 基态 |0)。 投影 探测 的 结果 就 是 , 如 果 岛 上 有 电荷 即 处 于 态 |12) 的 话 ， 
它们 也 将 通过 隧 穿 过 程 进入 到 所 连接 的 单 电子 探测 系统 中 形成 电流 ， 故 而 岛 上 的 
电荷 态 必定 会 塌 缩 到 电荷 为 零 的 |0) ds. 所 以 有 效 Hamilton Æ AO? 导致 的 演化 
就 是 Uis(ris) = exp( itg ms/ 月 = [[ exetinste (1 -262)]/5). TR, 如 果 演 
j21.3 
化 时 间 ma 满足 条 件 : ms[e8(1 + 262)]/ 广 = x/4. 那么 就 得 到 我 们 所 需要 的 两 个 同 
时 进行 的 单 比特 操作 : I] U; = I] PRAN 
j=1,3 j=1,3 


8.3.2 Bell 定理 的 确定 性 验证 


有 了 以 上 制备 并 经 过 证 实 了 的 GHZ 态 ， 下 面 关 于 无 须 验 证 Bell 不 等 式 来 验 

证 Bell 定理 的 方法 就 相对 比较 标准 了 , 例如 可 参见 文献 Scully 和 Zubairy 在 1997 

年 所 著 Quantum Optics 的 第 18 章 。 现 在 我 们 的 出 发 点 是 ， 有 一 个 已 经 制备 在 三 体 
纠缠 GHZ AS 

Guz) = a 000) — i|111)) (8.3.8) 


上 的 超 导 量 子 电路 ， 我 们 将 讨论 如 何 对 量子 力学 中 的 非 局 域 性 进行 确定 性 而 非 统 
计 性 的 验证 。 即 设计 一 个 实验 方案 对 根据 量子 力学 原理 给 出 的 预言 和 由 隐 变 量 (经 
典 决 定性 ) 理论 所 推演 出 来 的 结果 之 间 的 矛盾 进行 “裁判 >， 这 样 的 实验 并 不 需要 
像 验证 Bell 不 等 式 一 样 需 要 进行 多 次 量子 测量 。 
首先 我 们 看 看 , 根据 量子 力学 我 们 会 得 到 什么 是 实验 上 可 以 明确 验证 的 结果 。 
第 一 , 容易 验证 , 电路 的 量子 态 Viu) 是 组 合算 符 集合 O = (olo 50, Ma 
o), Moo} 中 每 一 个 的 本 征 值 为 +1 的 本 征 态 。 这 就 意味 着 , 例如 , 如 果 “ 同 
时 ”对 “宏观 粒子 ”( 即 微米 量子 的 Cooper 对 岛 )2, 3 分 别 施 行 测量 0?) o5 时 得 
到 的 结果 都 是 +1 (它们 都 被 投影 到 了 同一 个 本 征 值 的 本 征 态 上 ), 那么 第 三 个 “ 宏 
观 粒子 ” 的 of? 不 用 测 也 知道 它 的 取 值 必定 是 “+1”( 即 必定 塌 缩 到 了 其 本 征 态 为 
+1 的 本 征 态 |4 上 了 )。 这 样 ， 由 于 它 与 第 二 、 第 三 个 粒子 并 不 在 一 个 地 方 《有数 
微米 远 ), 但 只 要 它们 单个 单个 的 测量 是 足够 快 的 ( 即 它们 之 间 的 信息 还 来 不 及 传 
递 过 去 , 所 有 的 测量 都 完成 了 ), 则 关于 第 一 个 “宏观 粒子 ”所 作 的 预言 必定 是 一 个 
“ 超 距 ” 作 用 的 结果 , 这 正 是 一 个 EPR 型 伴 雇 的 又 一 种 表现 形式 ! 第 二 , 可 以 验证 
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3 
所 制备 的 GHZ 态 是 组 合算 符 Q = [[o! 的 本 征 值 为 -1 MATER. 这 与 算 符 公 
j=l 


式 
agg ggg ggg) = 5050059) (8.3.9) 


的 推论 是 一 致 的 。 式 (8.3.9) 中 我 们 利用 了 算 符 关系 : oY oU) = -cg)c8')。 这 说 明 ， 
如 果 我 们 进行 组 合 测量 的 话 ， 那 和 三 个 探测 器 所 得 的 结果 my, mV, m 应 当 满 
XR: m! m mW mi = T 

然后 我 们 再 分 析 隐 变量 的 存在 对 这 个 超 导 电路 意味 着 什么 。 因为 这 个 理论 隐 
含 着 一 个 这 样 的 假定 , 即 如 果 能 够 精确 预测 一 个 物理 量 的 取 值 , 那么 一 定 对 应 于 一 
个 “物理 实在 ”的 元 素 。 比 如 , 对 oO) 的 测量 , 由 于 只 能 得 到 +1, 所 以 与 此 相对 应 
必定 存在 一 个 “物理 实在 ”的 元 素 mY = 十 1。 因 此， 如 果 我 们 对 以 上 的 超 导 电 路 
(制备 于 量子 态 lysaz)) 进行 组 合 测量 : (olo Og, Pao, Mao}, HP 
么 所 得 到 的 物理 实在 元 素 应 满足 如 下 的 关系 : 


mU) m mO = +1, mmm?) = +1, mm? m = +1 (8.3.10) 
由 此 , 我 们 得 到 
m m m mW m m9 mY m2 m(9 = mM mq = 1 (8.3.11) 


其 中 , 我 们 利用 了 经 典 变量 的 性 质 mU mY? = mU mY, (mY)? = (mY)? = 1. xx 
个 推论 意味 着 ， 如 果 我 们 对 电路 进行 组 合 测量 @ 的 话 , 三 个 探测 器 所 得 到 的 结果 
应 当 满 足 关系 : mim? m? = 1。 显 然 这 是 一 个 与 量子 力学 预言 相 违背 的 结果 。 
可 见 ， 要 在 制备 于 宏观 GHZ 量子 态 的 超 导 电 路 中 实现 对 上 述 Bell 定理 进行 
确定 性 的 实验 验证 ， 就 包括 以 下 的 两 个 操作 步骤 : 第 一 ， 施 行 组 合 测量 O 以 确定 
某 种 “物理 实在 元 素 ”; 第 二 ， 施 行 组 合 测量 Q 以 检验 关系 mU mm = 三 1 是 
否 满足 ， 如 果 满 足 则 说 明确 实 存在 某 种 “物理 实在 ”元 素 ， 即 隐 变 量 ; 反之 则 证 
明 现 在 的 量子 力学 理论 体系 是 完备 的 ,无 须 引入 隐 变 量 描 述 。 因 而 ， 现 在 剩 下 的 
问题 是 如 何在 电路 中 实现 cg 和 of) 测量 了 。 这 样 的 测量 在 光学 系统 中 可 以 通 
过 对 单个 探测 器 进行 某 种 旋转 操作 ， 比 如 用 不 同 的 检 偏 片 可 以 对 不 同 的 光子 偏振 
方向 进行 检测 ; 但 在 现在 的 固态 电路 中 , 能够 直接 实现 的 量子 测量 往往 是 对 cx 的 
测量 。 这 样 就 需要 另外 的 操作 ， 如 用 Hadamard 门 s = (o. 4-04) 和 归 一 化 转换 
Sy = (1--1)£ + (1i) 》 oa]/(2V2), 从 而 将 oz 或 者 o, 的 本 征 态 分 别 转换 到 o- 


所 对 应 的 本 征 态 来 探测 。 
虽然 也 面临 像 退 相干 问题 等 其 他 量子 态 工程 一 样 遇 到 的 困难 , 我 们 提出 GHZ 
关联 的 产生 和 Bell 定理 的 验证 在 实验 仍然 是 有 可 能 实现 的 。 首先, 我 们 方案 的 电 
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路 部 分 制作 应 该 不 是 难题 : 它 仅 仅 是 在 现存 的 两 Cooper 对 岛 超 导 量 子 电路 中 增加 
了 一 个 量子 比特 的 结构 而 已 ; 而 且 ， 为 了 实现 快速 的 量子 操作 ， 快 速 打开 或 关闭 
Josephson 能 及 电荷 能 在 实验 上 都 是 可 能 的 。 比 如 , 假如 一 个 超 导 量子 干涉 回路 的 
尺度 为 10hm, 那么 要 在 10-10s 内 就 可 以 改变 大 约 一 半 的 磁 通 量子 , 而 目前 的 实验 
技术 是 可 以 达到 所 要 求 的 大 致 为 105T/s 的 磁场 扫描 速率 。 最 后 的 一 个 挑战 是 要 求 
同时 对 多 个 量子 比特 进行 快速 的 读 出 , 这 也 几乎 是 所 有 量子 算法 和 量子 计算 的 物理 
实现 中 所 共同 面临 的 任务 。 原 则 上 , 为 了 避免 量子 比特 之 间 在 读 取 时 的 相互 串扰 ， 
要 求 读 出 时 间 如 要 比 它们 之 间 相 互通 信 的 特征 时 间 te ~ 有 /Kjj+1 明显 地 小 。 这 
些 要 求 在 现在 超 导 位 相 量子 比特 电路 中 已 经 能 够 达到 , 其 中 耦合 能 量 K ~ 80MHz， 
而 tm ~ Ins 和 te ~ Ins; 而 对 于 现在 的 超 导 电 荷 量子 比特 电路 来 说 ,这 里 比特 间 
耦合 能 量 K ~ 3GHz, 就 要 求 读 出 脉冲 的 持续 时 间 不 应 该 超过 数 十 皮 秒 。 注意 到 单 
电子 探测 器 (SET) 的 响应 时 间 通 常 要 数 百 纳 秒 ， 所 以 就 要 求 比特 间 的 耦合 要 低 到 
BA TRAM AAT 
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